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رت وزارة التربية والتعليم العالي صرورة وصح منهاج يراعي ا لخصوصية الفلسطينية ؛ لتحقيق طموحات الشعب 
الفلسطيني حتى يأخذ مكانه بين الشعوب. yS‏ 
الفلسطيني› و لترسيخ القيم والديمقراطية. وهوحق إنساني» وأداة تنمية للموارد البشرية المستدامة التي 
رسختها مبادئ الخطة الخمسية للوزارة. 

وتكمن أهمية المنهاج في آنه الوسيلة الرئيسة للتعليم» التي من خلالها تتحقق آهداف المجتمع ؛ لذا تولي الوزارة 
عناية خاصة بالكتاب المدرسي › أحد عناصر المنهاح ؛ لأنه اللصدر الوسيط للتعلم» والأداةالأولى بيد المعلم والطالب» 
إضافة إلى غيره من وسائل التعلم : الإنترنت› والحاسوب» والثقافة المحلية » والتعلم الأسري» وغيرها من الوسائط 
الساغدة. 

آقرت الوزارة هذا العام ٠١٠١ /۲٠٠٠١(‏ ١۲)م‏ تطبيق المر حلة السادسة من خطتها للمنهاج الفلسطيني » لكتب الصف 
الأول الثانوي )١١(‏ بفروعه : العلمي» والعلوم الإنسانية» والمهني» والتقني» بالإضافة إلى تطوير بعض كتب المرحلة 
الأساسية »)٠١-١(‏ وسيتبعها كتب منهاج الصف الثاني الثانوي(١٠)‏ في العام القادم» وبها تكون وزارة التربية 
والتعليم العالي قد آكملت إعداد جميع الكتب المدرسية للتعليم العام للصفوف(١-١٠١)»‏ وتعمل ال اة غالا 
على توسيع البنية التحتية في مجال الشبكات والتعليم الإلكتروني» وعمل دراسات تقويية وتحليلية ناهج المراحل 
الثالاث › في جميع المباحث (أفقيا وعموديا) ؛ لمواصلة التطوير التربوي › وتحسين نوعية التعليم الفلسطيني. Î‏ 

وتعد الكتب المدرسية وأدلة المعلم التي أنجزت للصفوف الأحد عشر حتى الآن› وعددها یقارب ۳۰۰ کتابا» 
ركيزة أساسية في عملية التعليم والتعلم » با تشتمل عليه من معارف ومعلومات عرضت بأسلوب سهل ومنطقي ؛ 
لتوفير خبرات متنوعة» تتضمن مؤشرات واضحة » تنصل بطرائق التدريس » والوسائل والأنشطة وأساليب التقويم ‏ 
وتتلاءم مع مبادئ الخطة الخمسية المذكورة أعلاه. 

وتتم مراجعة الكتب وتنقيحها وإثراؤها سنونا مشار كة التربويين وا معلمين والمعلمات الذين يقومون بتدريسهاء 
وترى الوزارة الطبعات من الأولى إلى الرابعة طبعات تجريبية قابلة للتعديل والتطوير ؛ كي تتلاءم مع التغيرات في 
التقدم العلمي والتكنولوجي ومهارات الحياة. إن قيمة الكتاب المدرسي ي الفلسطيني تزداد بمقدار ما يذل فيه من جهودء 
ومن مشار كة أكبر عدد نمكن من المتخصصين في مجال إعداد الكتب المدرسيةء الذين بحدثون تغييرا جوهريًاً في 
التعليم » من خلال العمليات الواسعة من المراجعة» بمنهجية رسخها مر كز المناهج في مجالي التآليف والإخراج في 
طرفي الوطن الذي يعمل على توحيده. 

إن وزارة التربية والتعليم العالي لايسعها إلا ن تنقدم بجزيل الشكر والتقدير إلى المؤسسات والمنظمات الدولية. 
والدول العربية والصديقة وبخاصة حكومة بلجيكا ؛ لدعمها المالي لمشروع المناهج. 

كما أن الوزارة لتفخر بالكفاءات التربوية الوطنية » التى شا ركت فى إنجاز هذا العمل الوطنى التاريخى من خلال 
اللجان التربوية» التي تقوم بإعداد الكتب المدرسية› وتشكرهم على مشا ركتهم بجهودهم الميزة کو 
وتشمل لجان المناهج الوزارية. ومركزالمناهج» والإقرار. والمؤلفين» والمحررين» والمشاركين بورشات العمل › 
والمصممين» والرسامين» والمراجعين» والطابعين» والمشاركين في إثراء الكتب المدرسية من الميدان أثناء التطبيق. 


وزارة التربية والتعليم العالي 
مركز المناهج 
بلول ه. ۲۹ Qa‏ 


ا ا 


ممدمه 


الحمد لله رب العالمين وبعد» 

يسرنا أن نقدم لزملائنا المعلمين والمعلمات ولأبنائنا الطلبة الجزء الأول من كتاب الرياضيات للصف 
الأول الثانوي/ علوم إنسانية وتجاري وفندقي وفق الخطوط العريضة المعدلة لمبحث الرياضيات ضمن 
خطة المنهاج الفلسطيني الأول. 

لقد اشتمل هذا الجزء على ثلاث وحدات هي : المتتاليات والمتسلسلات» والإحصاء والإحتمال» 
والرياضيات المالية. 

ففي الوحدة الأولى (المتتاليات والمتسلسلات) استخدمنا الأنماط لتقديم مفهوم المتتالية بوجه عام 
وتم التر كيز على المتتاليات والمتسلسلات الحسابية والهندسية. 

وفي الوحدة الثانية (الإحصاء والإحتمال) قدمنا مراجعة للوسط الحسابي والإنحراف المعياري 
والإحتمال وقوانينه » وتم التر كيز على العلامات المعيارية والمنحنى الطبيعي والإحتمال المشروط 


وفى الوحدة الثالثة (الرياضيات المالية) قدمنا مراجعة لأنظمة المتباينات الخطية وتم التركيز على 
البرمجة الخطية والدفعات العادية كتطبيقات عملية تزيد من ثقافة الطلبة وتجعلهم يقدرون الجوانب 
الوظيفية للرياضيات. 

أما من حيث طريقة عرض المحتوى المقرر › فقد حرصنا على تسهيل تقديم المفاهيم الرياضية وعدم 
اللحوء إلى التعاريف والبراهين الرياضية الدقيقة » والإكتفاء بالأمثلة التو ضيحية والأنماط والعدد المناسب 
من التمارين والمسائل » آخذين بعين الإعتبار عدد الحصص المقررة للمبحث والفروق الفردية الطلبة› 
واحتياجاتهم المستقبلية. 

نقدم الشكر الجزيل لكل الزملاء في الميدان» مشرفين ومشرفات › ومعلمين ومعلمات من جميع 
المحافظات والذين شاركوا في إثراء الكتاب من خلال مشار كتهم في ورشة العمل التي عقدت في 
مركزالمناهج برام اللهء وتقديم الاقتراحات والتعديلات لما فيه مصلحة الطلبة ومستوى الكتاب مؤكدين 
على حرصنا أن نتلقى المزيد من الملاحظات والاقتراحات بعد وضع الكتاب موضع التطبيق في مدارسنا 
الفلسطىنة أن شاء الله. 
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والله ولي التوفيق 
مؤلفون 


OOOO ~۹ 


المتتاليات والمتسلسلات ۲ 

۲ ' اللتتاليات (المتتابعات)‎ ٠٠-١ 

۷ المتسلسلات‎ ۲-١ 

۹ للتتاليات الحسابية‎ ۴٠-١ 

۳ مجموع المتسلسلة الحسابية‎ ٤-١ 

۷ للتتاليات الهندسية‎ ۵-١ 

۲٠ مجموع المتسلسلة الهندسية‎ ٠-١ 

تمارين عامة ۳ 

الإحصاء والإحتمال 

ا العلامة المعيارية 0 

۲۲ المنحنى الطبيعي المعتدل‎ ٠-١ 

3 مراجعة مفهوم الاحتمال وقوانينه‎ ۲-٣ 

۵ . الاحتمال المشروط‎ ٣ 

۹ نظرية التجزئة‎ ۵-٣ 

or . الحوادث المستقلة‎ ٠-٣ 

تمارين عامة ۵٦‏ 

د | الرياضيات المالية 0۷ 
٠-١‏ للتباينات من الدرحة الأولى بمتغير ومتغيرين ۸ 
۲-٣‏ تطبيقات عملية - البرمحة الخطية 3 
2 ۳-۳ الدفعات . ۷۰ 
مراجعة عامهة ۸۰ 
ملحق )١(‏ المساحة تحت المنحنى الطبيعى المعياري 3 
ملحق (۲) القيمة المستقبلية لدفعات مقدار كل منها الوحدة ۸۲ 
ملحق )١(‏ القيمة الحالية لدفعات مقدار كل منها الوحدة ۸€ 
ملحق )٤(‏ استخدام الآلة الحاسبة العلمية ۸۵ 


۸٦ المراجع‎ 


gg J mm | pay Ps 


CTE 


التتاليات (المتتابعحات) S€4u€1۸)cء58‏ 


تواجهنا في كثير من الأحوال أنماط من الأعداد مثل : 

AT TSO 

2چ 

.c*, ۰۱۰۱۰۹ ۰ ۱۹۰ (ج)‎ 

....°* 0 1° ۰ 10 )2( 

نسمي كلا من هذه الأنماط متتالية (متتابعة)» ونسمي كل عدد فيها حداً» وترتيب الحد صفة أساسية له ففي 
المثال () السابق نلاحظ آن العدد ۲ هو الحد الأول في المتتالية ونرمز له بالرمزح » وأن العدد ٤‏ هو الحد الثاني 
فیها ونرمز له بالرمز ح, وهکذا... 

ما ترتيب العدد في المثال (ب)؟ 

ما قيمة ح, في المثال (ج)؟ 

كما نلاحظ أن هناك نسقاً أو نمطاً خاصا تتعاقب به الحدود بحيث نستطيع الاستمرار بكتابة أي حد من الحدود 
نشاء في المتتالية الواحدة» فمثلا ح, في المثال (د) هو »٠-‏ و ح. في المثال (1) هو ٠١‏ وهكذا... 

ما قيمة ح, في المثال (ج)؟ 

هل العدد بل أحد حدود المتتالية في المثال (ب)؟ لماذا؟ 


المتتالية هى ترتيب من الأعداد وفق نمط أو قاعدة معينة. 


مثال (۱): 
تعاقد موظف للعمل براتب سنوي قدره ٠٠٠١‏ دينار على أن يعطى علاوة سنوية قدرها ٠٠١‏ دينار. فتكون 

متتالية راتب الموظف السنوي في السنوات الست الأولى من عمله هي ٤٠٠١ » ٤٠١١ » ٤٠٠٠:‏ 

1٠١ ٠ 66۹ ٠١‏ . الحدالأول في المتتالية = ٠٠٠١‏ » والحد الثاني = ٤٠٠١‏ » وحدها السادس 


u .)0۹ = 


E 

وافق يوم الجمعة الأولى في عام ٠٠٠۲م‏ الثاني من شهر كانون الثاني (يناير) » ويريد أحد الطلبة معرفة هل 

يكون يوم الثامن والعشرون من الشهر نفسه يوم جمعة أيضأ. قام الطالب بترتيب أيام الشهر المقابلة لأيام 
الجمعة كمايلي : 


وجد الطالب أن العدد ۲۸ لم يكن حدأ من حدود المتتالية : ۲ ۰۱۹۰۹ ۰۲۲ ۲۰ فاستنتج آن التاریخ 


الحد العام للمتتالية: General 1erm‏ 


وجه عام » تتوالى حدود المتتالية بانتظام أي تكون هذه الحدود وفق نمط أو قاعدة معينة بحيث نستطيع معرفة أي 
حد في المتتالية إذا عرف ترتيب الحد. الحد الذي ترتبته ن» حيث ن عدد صحيح موجب› يسمى الحد النونى أو الحد 
العام للمتتالية ويرمز له بالرمز ح,. 


مثال (۳): OME AE‏ يكون الحد الرابع هو ۲ × =٤‏ ۸ » والحدالسابع هو ۲ ×۷= ٠٤١‏ 


والحد النوني هو ۲ ×ن = ۲ن .آي أن الحد العام هو ح. = ۲ن. 3 


e‏ أكتب الحد العام للمتتالية : ٠١ » ٩ » ٤ ٠ ١‏ » ... ثم اكتب الحد الثامن فيها. 


آ۷ ]امل: 


بالنظر الى حدود المتتالية» تلاحظ أنها عبارة عن مربعات الأعداد ECCT GC ١‏ 
فيكون الحد العام للمتتالية حٍ =ن" ویکون ح = 1٤='۸‏ 2 


| مثال (۵): أكتب المتتالية التي حدها العام ح = ۲ن +۳ 
۷ ]امل: 
للحصول على حدود المتتالي ةح ٠‏ ح, ٠‏ حم » ... نعوض قیم ن : ۱ ۰ ۲ ۰ >»١‏ ... في قانون الحد العام 
VSTETKI = 0= + \XY = ee‏ 

TES 
: .... ٠ ٩ ۷ » ۵ : وتكون المتتالية هي‎ 


مثال (1): متتالية حدها الأول ح۱ ۰ حر ۳+۲ح, 
() صف بالكلمات علاقة أي حد بالحد الذي يسبقه. 
(ب) أكتب الحدود الأربعة الأولى من المتتالية. 
آ۷ |احل: 
(0 القاعدة حر = ۲ + ٣ح‏ توضح العلاقة بين كل حد والحد السابق له مباشرة» وتقول بالكلمات 
إن أي حد في المتتالية يساوي العدد ۲ مضافا إليه ثلاثة أمثال الحد السابق له مباشرة. 
) بتطبيتق هذه القاعدة وتعویض ن بالقیم :۱ » ۲ » ۳ نجد الحدود:ح؛ » حم » ح» هكذا: 
لان ع¿ NER No‏ 
عندمان = ۲ » م = ۲+ ٣ح‏ =+ ۷V =0 X۲‏ 
عندمان = ۲ » ح = ۲٣۲ح‏ =+ »۷= !ه0 . 


| مثال (۷): أكتب الحد العام للمتتالية : (۳ + ۱) » ..»)١+۲۷( »)١ + ۹٩(‏ 


آ۷ | امل: 


+۳ =+ ۳ = 


ا 
a‏ 
1 


۱+ ٩ = م‎ ¢ 
+۳ =۱ + ۷ = 


بعض المتتاليات لا تخضع لقاعدة معروفة مثل المتتالية المشهورة وهي متتالية الأعداد الأولية : 
eC ILCVESEC TE‏ 


SII 
)۱-۱( تمارین ومسائل‎ 
: أكتب الحدو د الخمسة الأولى من المتتاليات التالية‎ BH 

() ح = ۳ن -۱ 

ح = ن +۱ 

(ج) ح = (ن +" 

)ح۳ ۰ حر = ح ٥+‏ 


ERE 


wé TE CIV cC A 8© 


متتالية حدها العام ح = ۲ن + ١٠ء‏ ومتتالية أخرى حدها العام ك =ن". أوجد كلا من: 
© 
ك 


(ج) ما هو الحد الذي له القيمة نفسها فى المتتاليتين؟ 


نشاط إضافي: 


أكتب الحد العام للمتتالية: ۰۹۹٩ » ٩٩ >» ٩‏ .. 


ECA CeETE TENCE) E ET E‏ ... ثم أكتب الحدود الثلاثة التالية. 


Series تںٻah‎ RÎ 

عرفنا فيما سبق أن المتتالية هي ترتيب من الأعداد وفق نمط أو قاعدة معينة ويفصل بين حدودها الإشارة «» 
ولكن إذااستبدلنا إشارة« بإشارة الجمع ٠+١‏ فإن المتتالية تسمى متسلسلة فمثلا: lla. FES‏ 
رة ١‏ 00 ا اا و ا E‏ ااا 
FAY HE TV E QEY‏ 
لكتابة المتسلسلات بصورة مختصرة يمكن استخدام الرمز الخاص ک ( ويقرأ سيجما). 

فمثلا المتسلسلة: 27 ھا غل الضورة: 


TESTE TET TT 
ر=۱‎ 
إلى آخر قيمة‎ ١ للاحظ أننا كتبنا الحد العام ۲” أمام رمز المجموع وجعانا الس ر يتغير من أول قيمة وهي‎ 
بزيادة | في کل مرة.‎ ٩ وهي‎ 
: تكون المتسلسلة المرافقة لها‎ ٠- التي حدها العام ح = ۲ن‎ Oe OCT Ns 


1 
٥+۳+۱‏ +۰۰۰۰+٠ه‏ وتكتب على الصورة ک (۲ر-١).‏ 
ر=۱ 


مثال (۱): استخدم الرمز ك لكتابة المتسلسلة: 1×0 + ۲×0 +۳×»0+ ٠١×٥+...‏ 


٠ ]امل:‎ ۷ 


الاسا هي ٤‏ ٥ر‏ (لماذا؟) _ 
a‏ 


مثال (۲): ما مجموع المتسلسلة : 0 (ê‏ 
آ۷ ]امل: 
لحتابة خلدو د المتسلله نعوض قیم ر : ۰۲۰۱ ۲» ٤‏ في الحد العام 
مجموع المتسلسلة = (۲ × (o+ {xY)+(o+ TxY )+(o+ YxY)+ (0 + ١‏ 
ml =1 +1+۹4 +۷ =‏ 


RnR‏ ———س—>—س—س—س—س——————————— 


تمارین ومسائل (۲-۱) 


أوجد مجموع كل من المتسلسلات التالية : 


0 کا 


Arithmetic Sequences ةيبlسnحلا التتاليات‎ 


اتفق مقاول e‏ أمتارعلى أن یتقاضی مبلغا قدره 5 دیناراعن اول متر یحفره» ۵ دینارا 
عن المتر الثاني» ٠٠١‏ دينار عن المتر الثالث ... وهكذاء 

يريد صاحب البئر معرفة كم يكلفه حفر المتر السادس من البئر » وكم يكلفه حفر البئر كله. 

كتب صاحب البئر الأجرة التي سيدفعها للمقاول عن كل متر يحفره مستخدما النمط السابق نفسه وهو زيادة 
در ها 6 دارا فب العال >2١‏ ۷6 0 10 ا 0 

استنتج صاحب البئر أن المتر السادس يكلفه ٠١١‏ دينارأء وأن تكاليف حفر البثر كلها هي : 

1۷٥ = ۱۷١ + ۰ + 1Y0 + 1۰۰ + V0 + 0۹‏ دیناراً. 

تسمى المتتالية: ٠۷١ » ٠٠١ » ٠٠١ . ٠٠١ ٠۷١ » ٠١‏ متتالية حسابية لأن الفرق بين كل حد والحد السابق له 
ONE N N N BD‏ 


ر ل ي 


ا ا 
٤ ٤ ٤‏ 


ا 
: 
تعریف: 
e CEC MNS I IS‏ 
N‏ 


فل( لالات ا ف ےا قاری 


١ ۱ |‏ 
E oral oes e 0‏ 
i eV & «۳ O‏ 9 | بپ “س۳ 6 0 
@ متتالية الأعداد الأولية @ المتتالية التي حدها العام ح. = ن 


آ۷ |امل: 


® المتتالية ۳ » V0‏ .4 > ... حسابية لآن الفرق بين كل حد و سابقه مقدار ثابت = ۲ 


@ المتتالية ١‏ » ج ج ... ليست حسابية لأن الفرق بين كل حد وسابقه ليس ثابتاً فمثلاً : 
١ E ١‏ 
= ہا —۔ س = 
OTS ۰ ۲‏ 


OC CE CO YUNA 
.=۳- ينما‎ = -۴ 


@ المتتالية هی : ٠١ ۰۹ ۰ ٤۰۱‏ »... فهى ليست حسابية لآن =١ - ٤‏ ۳ بينما ٤-۹‏ ده " 


| الحد العام للمتتالية الحسابية: 


لاخ المتالة الاد TEE Oe VI CV ET‏ > ۷ التى أساسها ٤‏ ونلاحظ النمط التالى : 
الحدالثاني ح =۷ = ۴+ x(\-(+٣ = ٤×١‏ 
الحدالثالث ج = =+ x (\- + =x‏ 


الحد السابع ح = ۲۷ = +٣‏ ل7 é(x(1-V)J+=€xX‏ 

لاحظ آن كل حد = الحدالاول + (رتبة الحد - )١‏ ×الاساس. 

Oe O 

بوجه عام : إذا كان الحد الأول لمتتالية حسابية هو أ وأساسها د فإن الحد الثانى = أ + د › الحدالثالث =+ ۲د 


والحد العاشر = أآ+۹د» وهكذا. ويكون الحد العام (الحدالنوني) هوح = أ+(ك -١)د‏ 


الحد العام لأية متتالية حسابية حدهاالآول أ وأساسها د هو ح = أ+ (ن-١)د‏ 


تال ()+ ا جد الخاد السادس ف المتالة الحا ال لح الارل ؟واماسهاة. تن كا 
الحدود الستة الأولى من المتتالية. 


آ۷ |امل: 


| و 
ان 
o X(1-7) +=‏ 

YV=0Xo0+ =۹ 


التحقق : الله هھ (Yr «IV I< V۲‏ 
الحد السادس = ۲۷» النتيجة صحبحة . E‏ 


مثال (۳): ئى المخالة الحابة ١‏ ۷ء ۴ا 6 اوجك: 
0< @ هل العدد ٠١١‏ هو أحد حدود المتتالية؟ 


آ۷ ]امل: 


الحدالآول أ١‏ . الأساس د=۷-١=٦‏ 
0 ج =+ ۹د =۱ x×4+‏ 7= 


@ نفرض أن الحد الذي قیمته ۱۲۳ هوح, فیکون: ح = ۱۲۳ = أ+(ن-١)د‏ 
1-۳ +(ن = )×1 


۲ =(ن - )×1 


I 


+ ادن ےا 
ٍ ٍ 3 


| مثال :)٤(‏ إذا كان الحد السابع من حدود متتالية حسابية ٠۹‏ والحد الرابع عشر منها ٤٠‏ . 


آ۷ ]امل: 


ج = ۹= + اد 


CTs دا٣‎ += = ج‎ 
O 
. ٣کو کک‎ در۷٣١‎ 
=| = ۳ x٦ +۹ 


ای اناا TEV‏ € 


نعوض قيمة د = ۲ في إحدى المعادلتين : 


ج = + ۱۹د = ۱+ o۸=۳x۱۹‏ ۳ 


Arithmetic Means :ãيباسحلا الأوساط‎ 


e E E a O e TT 
T68 هو الوسط الحسابي للعددين المجاورين‎ ٩ نلاحظ آن العدد‎ ۱۷ ۰۱۳ ۰ ٩ ۵ : ففي المتتالية الحسابية‎ 
O O COC 


ء 0 | ٤‏ ۾ ات 
يمكن إدخال وسط حسابي بین العددین | » ب فيكون هذا الوسط = ا وتشكل الأعداد ا لش 
ماله سات وإذا كان ا ¢ ب عددين فإنه يمكننا ادخال عدة أعداد : س ۰ س, »> E‏ » ب 


۾ ت 


بحىث تشکل المتتالىة الناتجة: أ« س ۰ س, ٩‏ ۰.۰۰ س » ب متتالية حسابية. نسمى الأعداد س > س ۰۰۰ ۰ سن 


e‏ 4 لآن كلا منها يكون وسطاً حسابيا للعددين المجاورين له في المتتالية. 


عند ادخال ٤‏ أوساط حسابية بين ٤ ٤‏ ۹ تصبح المتتالية على النحو: ٤‏ > س ۰ س ۰ س ۰“ س۽ ۹ 
وتکون ٤=‏ »ح۲۹ 


ا 
۹ =£ +0×د 
0-0د ک€ ود٥‏ 


. ٠٤١١٠۹» ۱٤ ۰٩ وتكون الآوساط هي‎ ۲۹ › ۲٤ ۰ ۱۹ › ۱٤ » ٩ » ٤ تصبح المتتالية الحسابية:‎ 


)۳-١( تمارین ومسائل‎ 
E 
ê CETERA E] کک‎ ۱ @ 


TENN O e} ¢ ® 
0 


أوجد :آ) الحد العاشر فى المتتالية الحسابية۸ » ٠١ ۰٠١‏ » .. 
©6 رتبة الحد الذي قيمته ٠٤٤‏ فى المتتالية ٠٤١ ٠٩ » ٤‏ > ... (إنوجد). 


٤ E‏ > س » ص »۰ ٥-‏ حدود متتالية حسابية فجد قيمة كل من س » ص. 


1 


أدخل ۳ أوساط حسابية بين العددين E ١١‏ 


إذا كونت الأعداد: ٠‏ . ك ۲١ » ك٣ ..... ٠‏ متتالية حسابية فأوجد: 
(1) قيمة ك. 
(ب) عدد حدود المتتالية الحسابية. 


بدا موظف عمله في إحدی الشرکات براتب سنوي قدره ۳٣۰۰‏ دینار» وأخذ يتقاضى علاوة سنوية 
ثابتة قدرها ٠١‏ دينارا. بعد كم سنة يصبح الراتب السنوي للموظف ۸٠١‏ دينارا؟ 


Sum of Ari. S¢r16S مجموع المتسلسلة الحسابية‎ 


في عام ۱۷۸۷م طلب معلم من تلاميذه أن يجمعوا جميع الأعداد الصحيحة من ١‏ إلى ٠٠١‏ أي ٠٠١+... ++۲ +١‏ . 
لم تمض سوی دقائق قليلة حتى فاجأه أحد التلاميذ ويدعى جاوس (وكان آنذاك في الصف الغالث) بن أعطاه 
الجواب الصحيح وهو ٠ ٠٠٠١‏ ساله المعلم مندهشا كيف حصلت على الجواب؟ 

كتب جاوس الحل كما يلي : 


= | 4+ إ + ۳ +... + ٠٠١‏ » ثم كتب المجموع نفسه بشکل معکوس هكذا: 
QA + ٩٩ +1۹۹ =<‏ +... + ۱ 


بالجمع: ۲ج = ۱۰۱+۱۰۱ ٠١۱+...+۱١۱+‏ (غدو الود 
اک ادا 


E E >< 


يمكننا استخدام الطريقة التي حسب بها جاوس (الذي أصبح فيما بعد عالما مشهوراً في الرياضيات) في 
اشتقاق القاعدة التي تحدد مجموع ن من حدود متسلسلة حسابية ويرمز له بالرمز جر هكذا : 
E Ea GFE | a>‏ (ل : الحد الاأّخير فيها) 
ON SS OSE‏ 
بالجمع ۲ج =( + ل) +( + ل) +( +ل) + ...+ (آ+ل) 
۲ج =( + ل) ×ن 


(ن مرٌة) 


جر =( + ل) sss‏ 
ويمكن كتابة القاعدة )١(‏ بطريقة آخرى حيث ل=ح = + (ن - ١)د‏ 
وعلیه یکون: ج = (|+ ل) 
ك 


ج = : [ ++ (ن- )دا - 2| +(5- ا 


| مثال (۱): أوجد ا أول ۲۰ EE‏ المتسلسلة: ۱۳+۸+۳+... 


آ۷ |امل: 


المساساة هي واا خا لها الارل أت ج وة 


ج = إا + (نٰ - EK‏ 


ا 


0= 1۰۱X۱1۰ = 


مثال (۲): سقط جسم من ارتفاع ٠٠٠١‏ قدم سقوطا حرا فقطع مسافة ٠١‏ قدما في الثانية الأولى» 
۸ قدما في الثانية الثانية » ۸١‏ قدما في الثانية الثالثة... وهكذاء 
أوجد: (®@© المسافة التي يقطعها الجسم في الثانية السادسة. 
@ مجموع المسافات المقطوعة في الثواني الخمس الأولى. 8 
آ۷ امل @ متی وصل الجسم إلى الأرض؟ 


۸ 
متتالية المسافات المقطوعة هي : ۸١ » ٤۸ ٠ ٠١‏ » ... وهذه متتالية حسابية لأن لها 
افاس الات ٣‏ 

© المسافة التي قطعها الجسم في الثانية السادسة دح 8 


=+ 0د =۱ + ۳۲X0‏ = ۱1+ =۷ قدما 
@ مجموع المسافات المقطوعة في الثواني الخمس الأولى = ج, 
چ |۲ + (ن- ۱| 
TTK E‏ 
€٠ = E OT‏ قدم. 
@ نفرض أن الجسم وصل الأرض بعد ن ثانية» فتكون مجموع المسافات المقطوعة في هذا الزمن = ٠٠٠١‏ . 
ج = ۱۹۰۰ |۲ +(ن- ۱٣۰۰|)‏ 
|۲ × + (ن- ۴۲ ]= ۹۰۰ ج ن۱۹ +۱۹(ن-)] ۱٣۰۰‏ 
٦ن‏ = ۰۰ک ن = ۰۰ک ند۱۰ . 


آي وصل الجسم إلى الأرض بعد ٠١‏ ثوان من سقوطه. » 


مثال (۳): إذا كان مجموع ثلاثة أعداد تشكل متتالية حسابية يساوي ٠١‏ وحاصل ضربها يساوي ٠ ٥-‏ 


أوجد هذه الأعداد. 
آ۷ ]امل: 


نفرض أن الأعداد الثلاثة هى أ 4ق ال 
حاصل جمعها= ۱٠٥‏ ك +( +د) +( + ۲د)= ۱٥٣‏ 


۳ + د =0 
ورالة لقسمة على ۴ ينتج : أ + د = ۵ FT‏ 
حاصل ضربها = (Y) ....... O — ٥ ٥-‏ 
تل اعا 0 )0)00 اوش 


من( نکن اک۵ د 
تصبح المعادلة (): (0 - د) (0()0 + د)= -٥ه٥‏ 
وبالقسمة على ۵ ينتج : ٥(‏ - د)(٥‏ + د)=-١١‏ 

۱۱- -و"=‎ ٥ 

اومتها و=) 
عندما د = 1 فإن آ= ٦ - ٥‏ 

أ= ١-‏ » وتكون الأعداد المطلوبة هي ١١ ٠٠ » ١-‏ 

عندماد = -1 فإن أ = ١١ = ٦ + ٠‏ » وتكون الأعداد المطلوبة هي ١-٠ ›» ١١‏ 
© طريقة أخرى للحل 
يمكن حل المثال بطريقة مختصرة إذا اعتبرنا أن الحد الأوسط = أ 
فيكون الحد الأول :أ- د » والحد الثالث: أ+ د 
فیکون (آ - د) + (آ) + (آ + د) = ۱١‏ 


۴ کک ا 
ویکون (أ - د) (أ) (آ + د) = ٥٥-‏ 
( - د) (0()0 + د)= ٥0-‏ (بالقسمة على )٥‏ 


(0 - د) (0 + د) = -۱۱ 


0-وآ= اا۱ دآک= ۳٣‏ »د ٦=‏ 


ونكمل الحل كما في الطريقة الأولى. 


mass 
)٤-۱( تمارین ومسائل‎ 
: أوجد مجموع المتسلسلات الحسابية التالية‎ 

fot EIEVES 0 

TID 4a. VE QEY ب‎ 


۰ 
(ج) 6( (۲ر+۱) 
ر=۱ 


كم حداً يجب أخذه من المتسلسلة ۱۱ + ٩‏ + ۷+ ... ليكون مجموعها ١۲؟‏ 
للمسالة حلان. فسر النتيجة. 


أوجد مجموع الأعداد الصحيحة المحصورة بين ° ¢ ١‏ والتى تقبل القسمه على ۷. 
oT‏ إذا كان مجموع ثلاثة أعداد تشكل متتالية حسابية يساوي ۲ وحاصل ضربها ۲۸ أوجد هذه الأعداد. 


بدأ موظفان العمل في شركة : الأول براتب سنوي مقطوع (ثابت) قدره ٠‏ دنار والثاني براتب سنوي 
يبدا بمبلغ * EA‏ ڈیلار کے ال ال ولیو داد دار ایت فدر ہ١٣‏ دار ق کا س تال 
0 بعد كم سنة يتساوى راتبا الموظفين السنويان؟ 
ي بعد كم سنة يكون مجموع ما تقاضاه الموظف الأول مساويا لمجموع ما تقاضاه الموظف الثاني؟ 


قاعة اجتماعات في إحدى المدارس فيها عدد من الكراسي مرتبة في ٠١‏ صفاًء فإذا كان في الصف 
الأول ٠١‏ كراسي وفي الصف الثاني ٠١‏ كرسيا» وفي الصف الثالث ٠٤‏ كرسيا... وهكذا 
(©) ما عدد الكراسي الموجودة في الصف الثامن من صفوف القاعة؟ 
ما مجموع الكراسي في القاعة؟ 
() إذا خصَصت الكراسي في الصفوف الثلاثة الأولى لأعضاء مجلس الآباء والمعلمين» والصفوف 
الآأخرى للطلبة» وكانت جميع مقاعد القاعة مشغولة» فما عدد الطلبة؟ 


Geometric S$equU¢1€C¢S aةيسدنهلا التتاليات‎ 


يراد تعبئة صهريح بالماء. وضع في الصهريج ١م"‏ من الماء في الساعة الأولى» ۲م" في الساعة الثانيةء ٤م"‏ 
في الساعة الثالثة وهكذا... بحيث تكون كمية الماء التي توضع في الصهريج في أية ساعة مساوية لضعفي كمية 
الماء التي توضع في الساعة السابقة لها. 

نلاحظ أن كميات الماء الموضوع في الصهريج في كل ساعة هي على النحو: .»٠١١۸٠ ٤ ٠ ۲ » ١‏ 

a N E O 
e Y= < +٤ . ۲= +۲ ولكن نلاحظ أن:‎ 

أي أن النسبة بين كل حد والحد السابق له مباشرة هي نسبة ثابتة» نسمي هذا النوع من المتتاليات» متتالية هندسية. 

ا الي كرر كا م لالات اا مس 

Neco 

eco 


° 6 


EET 
س ) س س‎ ¢ 
N € 1 
تعريف:‎ 
MCE 


| الحد العام للمتتالية الهندسية 


للتوصل إلى قاعدة الحد العام للمتتالية الهندسية دعنا ندرس المثال التالي : 
المتتالية: ۲ » ٥٤ » 1۸ » ١‏ » ... هي متتالية هندسية لآن ٦ + 1۸ » ۳ = ۲ + ٦‏ = ۳ فهي نسبة ثابتة . 
الحدالآول ح ۲ 
الحد الثاني ح ٣×۲ = ٦=‏ 
الحد الثالث ح۔ '٣×۲=۹×۲=۱۸=‏ 
الحدالرابع ح,= ۲۲۷×۲٥٤‏ ×۳" وهكذا... 
ye CC a CO SS‏ 
يون الحد الخامس = ۲ ٠١۲ = ٤۳×‏ 
بوجه عام : 


إذا كان الحد الأول من متتالية هندسية أ وأساسها ر فإن الحد العام للمتتالية Ta‏ 


٠‏ مثال :)١(‏ متتالية هندسية حدها الأول ۳ وأساسها ۲ . أوجد الحد الخامس فيها. 


آ۷ |امل: 


C.C —‏ ر = > حار 


: E E 
.....؟‎ ٠)0 » 1١ » ۵ من حدود المتتالية الهندسية:‎ ٠١١ ما ترتيب الحد الذي قيمته‎ e 


۷| امل: 


نفرض أن الحد الذي قیمته ۱۲۱١‏ هوح حيثآ=٥‏ » ر=٣‏ 
ح ۱۲۱١‏ = ارا 


)١ (بالقسمة على‎ X0 = 0 


س ے بسا کک و ا (لماذا؟) 
ل 
الحد الذي قيمته ٠۲٠١‏ هو الحد السادس 5 


مثال (۳): اشترى رجل سيارة بمبلغ ۸٠٠١‏ دينار» فإذا كانت قيمة السيارة تنقص كل سنة بمعدل /.٠١‏ 
O E N E N TT BS MEE‏ 
٩ ۰‏ 


ثمن السيارة في نهاية السنة الأولى X A\N۰٠ = × ۸٠٠٠‏ ۹ = ۷۲۰۰ دینار. 


ثمن السيارة في نهاية السنه الثانية = ۷۲۰۰ × 1٤۸١ = ٠,۹‏ دينار. 


ثمن السيارة في نهاية السنه الثالثة = ٠,۹ × 1٤۸۰‏ = ۸۳۲ دينار . .... وهكذا 

أي أن متتالية اسعار السيارة في نهاية كل سنة هي : ۰ 16۸٩‏ »۰ 0۸۳۲ » ... وهي متتالية هندسية 
اساسها ۰,۹ » وحدهاالاول آ= ..۲٠١‏ 

قيمة السيارة في نهاية السنة الخامسة =ح, 


ج = (X۷۰۹‏ ,)= ۷۳,۹۲ دینار. = 


RRR‏ سسس 
تمارین ومسائل )٥-۱(‏ 


م الم الات الاد فما 
CQ 0‏ أ ,ٍ* ¢ |۹ ¢ |۹۰ ¢ e‏ 


(ب) المتتالية التي حدهاالعام ح. = ۷ن + ه٠‏ 


١ e a‏ رن 


)6 مضاعفات العدد ۲ التى تزيد عن ١‏ وتقل عن .٠١‏ 
أاوجد مایلی : 

0 الحد السادس فى المتتالية الهندسية: ۱ › ۳ › EE › ٩‏ 

٠٤۳ » س‎ »  : فيم س في المتتالية الهندسية‎ e 
وحدها السادس | 9 اكب هة المعالة.‎ ٤ متتالية هندسىة حدها الثالث‎ 
متالة هندسة. فاوجد قيمة كل من أ » ج.‎ ۸١ دا کانت: ۴ء | > ج‎ 


نشاط إضافي: 


SE‏ 7 متاله هلس فأوجد قيمة كل من أ » ب » ج. 


Suma of G¢e0. Series ةuuدنلا مجموع المتسلسلة‎ 


SETURL‏ ھی مال هة اساسه وان المشاسال 


المرافقة لها هي .٠۲۸ +... + ۸ + ٤ + ۲ + ١‏ إذا أردنا إيجاد قيمة مجموع حدود المتسلسلة فإننا يمكن أن 


نقوم بما يلي : 
نضع ج = ۲+۱ SDT \YA+ 1€ +۲ + 1٦ +۸+٤4‏ 
وبضرب طرفي المعادلة في العدد ۲ ينتج : 
OT Yo\+ITA+IE+TT+11 +A+ +۲ = >1‏ 
وبطرح المعادلتین ینتج : ج - ج LE — ١-٠٠١١‏ 
بوجه عام : إذا كانت ج =أ + آر + آر' + أر" +... + ار“ ...0( 
فن رج = ا PT E E‏ 


بطرح المعادلتين ينتج : 

رج - ج = ار - | 
ج (د- )= لر" )١‏ 
_ أ(رة-١)‏ 


ج = سد حيث ر ۶ا 
ر 


قاعدة : 


مجموع آول ن من حدود متسلسلة هندسية حدها الأول وأساسها ر هو . 


SR 


حىث ر ۱± 
وک + 


للاحظ آنه إذا كانت ر =۱ فإننا لا نستطيع تطبيق القاعدة المذكورة أعلاه ولكن المتسلسلة الهندسية تصبح : 


LIE‏ .....+أ=نآ (لماذا؟) 
| مثال (۱): أوجد مجموع الحدود الستة الأولى من حدود المتسلسلة الهندسية : ۳+ 1+ 1۲+ TT‏ 
TSS E TT 1‏ 
_ ار )١-‏ 
و 


٣‏ ئ 
Ee RAE‏ 


٤ 
مثال () أوجد € د‎ | 
ر‎ 


آ۷ |امل: 


آي آنها: ۵ + ۷۸٠ = ٠۲١ + ٠٠١ + ٠٠١‏ » ويمكن حساب المجموع باعتبار المتسلسلة متسلسلة هندسية 


٤ 
E: 
۷۸۰-۱٥٦ × فیکون مجموعهاهو : ہے 92 اا 2ا م‎ ٩ واساسها‎ ٥ حدها اللاول‎ 


مثال (۳): تنكاثر البكتيريا فتصبح الواحدة اثنتين كل نصف ساعة. فاذا كان عدد البكتيريا في سم" من 
ا ٠‏ بكتيريا في الساعة الخامسة صباحا. كم يصبح عددها في الساعة التاسعة صباحا؟ 


O RE 


ae N O 
٤٠٠٠١ عدد البكتيريا فى الساعة السادسة صباحأً=‎ 


وهذه متتالية هندسية حدها الأول 1 = 9۰(« واساسهار ك 


۹٩ N A « CC ۷ e CC Û أما عدد حدودها فتناظر الأزمنة : ¢8 جه‎ 


أي أن عدد الحدود = ٩‏ 
فيكون الحد التاسع هوح , =أد 


E 


۱ 


Yo X= 
Yo = 
٠٠١٠٠٠٠١ = عدد البكتيريا في الساعة التاسعة‎ 
٩ لاحظ أن عدد البكتيريا في الساعة التاسعة هو قيمة الحد التاسع في المتتالية الهندسية وليس مجموع آول‎ 


خاودم ا ا لا ایا . 


۲١ 


ggg 
)١-١( تمارین ومسائل‎ 


أوجد مجموع أول ٠‏ حدود من حدود المتسلسلة الهندسية : 2+۸+1 +... 


متسلسلة هندسية اساسها = ۲ ومجموع الحدود الخمسة الآولى فيها = ٠٠١‏ 


(كم حلا للمسألة)؟ 


كان ثمن دونم أرض في مدينة كبيرة i‏ ۰ دينار سنة ۲٠٠١‏ م. فإذا كان سعر الأرض يزداد في 
تلك المدينة بمقدار ۸./ سنويا » فما ثمن دونم الأرض فيها سنة ١٠٠٠۲م؟‏ 


Noe SLC 


ا ت سال سار بسع ۱9 ال دولار. اذا کات ا السار ة تاق دار ٠‏ سوا فکم 


تصبح قيمة السيارة بعد مرور ١‏ سنوات؟ 


TAS ONO 
ألبت أن الاعدادالساهة كل ماله هندسة.‎ 
٠ . ۲١ إذا كان س هو الوسط الحسابي للعددين‎ 
فاو جد قیم س › ص‎ | ٠ وكان ص هو الوسط الحسابي للعددين‎ 
ماقة 3 + ؟‎ 
(ب) اختر ۳ أعداد أخرى تشكل متتالية هندسية واجب عن الأسئلة السابقة.‎ 


۲۲ 


تمارین عامة: 
اب المجموع : 0 + (C'TXo)+۰۰۰۰+ CTX0) + CTX0) + (X0)‏ باستخدام الرمز i‏ 


A Ep | أوجد مجموع‎ 
٥ ۱۰ 
E EG 
رد۱ ر=ا‎ 


QVY+.<+T+ \Y + £ 1+...+Yo+o01+۴ 


متتالية حسابية حدودها ٦۳‏ » ۲س »۰ .... ۰ ۳۳٠س‏ . أوجد قيمة س ثم احسب مجموع حدودها. 


حسب سمیر مجموع آول ٥۰‏ عددا زوجیا موجباء وحسب محمد مجموع آول ٥۰‏ عددا فردیا موجبا. 
فوجدا أن الفرق بين المجموعين ٠١‏ . وضح ذلك . 


متتالية حسابية حدها الأول أ وأساسها د » فإذا كان أ + د١‏ 


کټ ۽ أوجد قيم أ 3 


ثلاثة اعداد تكون متتالية حسابية مجموعها ٩‏ وإذا أضيف الى الحد الثالث ٤‏ أصبحت المتتاليه الناتجة 


ملس اوخدالاع ادا 


نشاط إضافي: 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ٣ TT 
(+ ....+) س‎ (+) --(+)--١( لديك المتسلسلة:‎ 


I 


© أو جد ي حدودها. 


۲۳ 


الو دة 


. 


الإحصاء والإحتمال 


Standard Score (Z-score) ةيرlيعنلا العلامة‎ 


تمهيد - مراحعة الوسط الحسابي والإنحراف المعياري 


مقاييس مختلفة للتشتت من آهمها اللإنحراف المعياري 


فإدا کانت س > س 4 N TTT‏ > سیر مجموعة من الق فان : 
مجموع القيم س ٣‏ س۔ ٣ EEE ٣‏ س 
ن 
E‏ 4 کڪ 
الر ي ت عدد اله ن 
ن 
گس 
سے 
ل 


| مثال :)١(‏ أوجد الوسط الحسابى والإنحراف المعياري للمفردات : 


TS EVIL TECTIA 
]احل:‎ ۷١ 
+++ +A 8 


الوسط الحسابي(س) ل - 


Yo 


تدريب 


اوج د الرسط الحسابى رالا تحاف المعاری للمفردات: 


VCO CENT (1° 


| مفهوم العلامة المعيارية 


نحتاج كثيرأإلى إجراء مقارنة بين قيمتين مأخوذتين من مجموعتين إحصائيتين مختلفتين » فمثلا إذا حصل طالب 
في أحد الصفوف على العلامة ۷١‏ في امتحان اللغة الانجليزية > وحصل على العلامة ۸١‏ في امتحان اللغة العربية› 
ففي أي المبحثين كان مستوى تحصيل الطالب أفضل؟ 

قد تكون اللإجابة المباشرة أن مستوى تحصيل الطالب في اللغة العربية أفضل لأن علامته فيها أكبر» لكن هذه 
الإإجابة لا تستند إلى أية معلومات حول خواص مجموعة العلامات التي تنتمي إليها كل من العلامتين المذكورتين . 

فإذا فرضنا أن الوسط الحسابي والانحراف المعياري لعلامات الطلاب في اللغة الإأنجليزية هما ٠ ٠٠‏ على 
الترتيب» وكان الوسط الحسابي والانحراف المعياري لعلامات الطلاب في اللغة العربية هما ٠١ ٠۷١‏ على الترتيب » فإننا 
في هذه الحالة نجد أن علامة الطالب في اللغة الإنجليزية وهي ۷٠‏ تزيد عن الوسط الحسابي لعلامات الصف 
بمقدار ٠١‏ علامات . هل هذه الزيادة كبيرة أم صغيرة؟ إن الانحراف المعياري هو مقياس للتشتت وبالتالي إذا 
استخدمنا هذا المقياس فإن الزيادة ٠١‏ علامات تعني ٩ + ٠١‏ = ۲ آي انحرافين معياريين . 

بينما علامة الطالب في اللغة العربية وهي ۸٠‏ تزيد عن الوسط الحسابي لعلامات الصف بمقدار ٥‏ علامات وهذه 
الزيادة تمثل ٠١ + ٠‏ = م أي نصف انحراف معياري» وهذا يعني أن مستوى الطالب (أي موقع الطالب بالنسبة 
لباقي طلاب صفه) في اللغة الإنجليزية أفضل منه في اللغة العربية » لآن موقعه فوق الوسط في اللغة الإنجليزية أعلى 
من موقعه فوق الوسط في اللغة العربية . 

وعلى هذا الأساس نرى أن العلامات الأصلية ( الخام) علامات ليست ذات معنى بمفردها» ومن أجل تفسيرها 
أوالحكم عليها من حيث انها تمثل مستوى عاليا او منخفضا في المجموعة الإحصائية التي تندمي إليها لابد من معرفة 
الوسط الحسابي والانحراف المعياري للمجموعة» ومن هنا نشأت فكرة القيمة أو العلامة المعيارية . 


تعريف: 
العلامة المعيارية (ع) المقابلة للعلامة الخام (س) في مجموعة إحصائية وسطها الحسابي س وانحرافها 
المعياري © هي عدد الانحرافات المعيارية التي تبعدها العلامة الخام عن الوسط الحسابي للمجموعة. وتعطى 


O 


۲٢ 


قال( 0E (٠‏ اا الحا ات غاد ار ی واا ات الا ی سارى ۰ 


ما العلامة المعيارية المناظرة لكل من العلامتين ٩١‏ > ؟ 
۷ ]احل: 


ES TERR 


O 


e YT 
|١ ل د دد‎ ٩ العلامة المعيارية المقابلة للعلامة‎ 


أي أن العلامة ١‏ تزيد عن الو سط الحسابى لعلامات الصف بمقدار ٠,١‏ انحراف معياري . 


i VT 


العلامة المعيارية المقابلة للعلامة 11 = س = 1۰ = إ۱ 


أي أن العلامة ٠١‏ تقل عن الو سط الحسابى لعلامات الصف بمقدار انحراف معياري واحد. 8 


@ اشارة العلامة المعيارية : 

حيث إن العلامة المعيارية (ع) تمثل الفرق بين العلامة الخام (س) والوسط الحسابي (س) بوحدات الانحراف 
المعياري» فإن العلامة المعيارية(ع) تكون موجبة إذا كانت العلامة الخام أكبر من الوسط الحسابي وتكون سالبة إذا 
كانت العلامة الخام أصغر من الوسط الحسابي» وتكون صفراً إذا كانت العلامة الخام تساوي الوسط الحسابي. 
@ الوسط الحسابي والانحراف المعياري للعلامات المعيارية : 

ا اا ا ا ا 
RT NOD‏ = صفراً (وهذا يعني أيضا أن مجموع جميع العلامات المعيارية = 
(ب) الانحراف المعياري لجميع العلامات المعيارية ١‏ 

المثال التالي يوضح صحة هاتين الحقيقتين : 

مثال (۴): الوسط الحسابي والانحراف المعياري للعلامات : ٩۰ ۰۸۰ » ۷۵ ۰۷۰ » ٦۰0‏ هما ٠١١۷٥‏ 

على الترتيب . وضح أن الوسط الحسابي والانحراف المعياري للعلامات المعيارية المناظرة هما 
#١‏ غفل اة ب 


آ۷ ]امل: 


نحول العلامات الخام إلى علامات معبارية حرث العلامة المحاريه س“ = . 


۲۷ 


الجدول الآتي يبين العلامة الخام (س) والعلامة المعيارية المقابلة(). تحقق من ذلك : 


€ - ۱,0 + -0 ,۹ + °۹ + ۹,0 + 1,0 ص 
E Ey‏ 0 


ولإيجاد الانحراف المعياري للعلامات المعيارية ننشئ جدولا كالآتي : 


: قيم إلى علامات (قيم) معيارية فكانت النتيجة كالا تي‎ )١( حولت المفردات في مجموعة مكونة من‎ e 


OG VY û Fo Os O‏ > أ . ماقيمةا؟ 
آ۷ |احل: 


مجموع العلامات المعيارية في آي توزيع = صفر 
إذن (-۰,0) + ٠,٥ + ۱+ ۰ + )۱,٥-(‏ + آ= صفر 
-۵ ,۰ + آ = صفر 
E —‏ 2 


۲۸ 


@ تأثر العلامات المعيارية بتغير العلامات الخام . 
( لا تتأثر العلامات المعيارية إذا أضيف مقدار ثابت مثل أ لكل علامة من العلامات الخام الأصلية . 
(ب) لا تتأثر العلامات المعيارية إذا ضربت كل علامة خام بمقدار ثابت مثل ب حيث ب عدد موجب» وتتغير 
إشارة العلامة المعيارية فقط إذا ضربت كل علامة خام بمقدار ثابت ب حيث ب عدد سالب . 


مثال (۵): أجرى معلم اختبارا لطلابه فكان الوسط الحسابي للعلامات يساوي ٥‏ والانحراف المعياري يساوي 
٥‏ (العلامة الكاملة تساوى .)٠١‏ 


© ما العلامة المعيارية لطالب كانت علامته فى الاختبار ٦؟‏ 
@ كم تصبح العلامة المعيارية للطالب في كل من الحالتين الاآتيتين : 
(ل) إذا أضاف المعلم علامتين لكل طالب في الصف؟ 
© إذا ضرب المعلم علامة كل طالب في ١٠؟‏ 
ا۷ اال ) 


ن یں 

@ العلامة المعياريةع - ك 
او ۱ 1 ۲ 
۱,٥‏ ۱,0 10 8 
@© إ() علامة الطالب الخام الجديدة = ٦‏ + ۲= ۸ 
الوسط الحسابى الجديد لعلامات الطلاب = ٠‏ + ۲= ۷( لأن الوسط يتأثر بنفس الاضافة). 
الانحراف المعيارى الجديد لعلامات الطلاب هو نفسه ٠,١‏ لأنه لا يتأثر بالاضافة. 

۷-۸ ۱ ۰ ۱ ۲ 
علامة الطالب المعيارية الجديدة = 0 ,1 10 ۳ 
أي آن العلامة المعيارية الجديدة لم تتأثر بالإضافة. 


(ب) علامة الطالب الخام الجديدة =1 1١ = ١١×‏ 
الوسط الحسابي الجديد للعلامات الخام = ١ =٠١×٠١‏ لأن الوسط يتأثر بنفس عامل الضرب. 
الانحراف المعياري الجديد للعلامات الخام X1,0‏ =0 لأن الانحراف المعياري يتأثر بنفس عامل 
الضرب الموجب . 
0-1 1 ۲ 
علامة الطالب المعيارية الجديدة = To No‏ 
أي أن العلامة المعيارية لم تتأثر بالضرب بعدد موجب . 8 


۲۹ 


مثال(1): أجرى معلم الرياضيات اختبارا لطلابه في أحد الصفوف فكان الوسط الحسابي للعلامات ٠۸‏ 
والانحراف المعياري ۸ . سمير أحد طلاب الصف وكانت علامته في الاختبار ۸٠‏ . 
() ما علامة سمير المعيارية؟ 
(ب)إذا أضاف المعلم ١‏ علامات لكل طالب في الصف . كم تصبح علامة سمير وكم تصبح علامته المعبارية؟ 
آ۷ |امل: 
@- 
A-A‏ ۲ 


علامة سمير المعيارية = سح > = درا 


(ب) تصبح علامة سمير بعد الإضافة: ۸٥ = ۵١ + ۸٠١‏ 
وحيث إن إضافة مقدار ثابت لكل علامة خام لا يغير من العلامة المعيارية المقابله إذن علامة سمير المعيارية 
بعد الإإضافة هى نفسها قبل الاضافه آي ٠,١‏ . 0 


مثال(۷): إذا كانت العلامتان ۸٤ ٠ ٤٤‏ تقابلهما العلامتان المعیاریتان -۲ » ۳ على الترتيب . 
ما هو الوسط الحسابي والإنحراف المعياري لتوزيع العلامات الأصلية؟ 
۳ 


کڪ 
O‏ 
ا 
ا ال صر ب ا ادلی : 6 ن ا ج Cases‏ 
E‏ 
ا 
O‏ 
وبالضر ب التادلى : ۴ - س =۳ O O TT‏ 
نحل المعادلتین (۱) » (۲) بالحذف: 
€٤‏ - س=-O‏ 


O۳ =س-٤‎ 


بالطرح ٠‏ =-ه0 
e‏ 


وبالتعويض في احدی المعادلتین (۱) » (۲) ينتج أن س = ٠٠‏ 
إذن الوسط الحسابى = ٠١‏ والانحراف المعياري = ۸ 3 


n RG 


تمارین ومسائل (۱-۲) 

توزیع تکراري وسطه الحسابي يساوي ٩١‏ وانحرافه المعياري يساوي ٠١‏ . 
ما هي القيم (العلامات) المعيارية المناظرة لكل من القيم (العلامات) الخام الآتية؟ 
Vi COT‏ 


الوسط الحسابي لمجموعة من الأطوال يساوي ٠١۸‏ سم والانحراف المعياري لها يساوي ١٠سم.‏ 
ما هو الطول الذي تقابله القيمة المعيارية ۲,١؟‏ 


فى امتحان الإإحصاء النهائى » كان الوسط الحسابى للعلامات يساوي ۷۸ والانحراف المعياري للعلامات يساوي ٠١‏ . 


ما هما العلامتان المعياريتان لطالبين حصلا على العلامتین ٠۲ » ٩۳‏ على الترتيب؟ 


كانت علامات طالب في ثلاثة مباحث كما هي في الجدول الآتي : 


ت | سے | ردس | سس 


EDS 


.اي 


ما هى علامات الطالب المعيارية فى المباحث الثلاثة؟ 
فى أي المباحث الثلاثة كان مستوى تحصيل الطالب بالنسبه لطلاب صفه هو الأعلى؟ 


°۹» | » ا‎ ¢ ٠,١- : حولت المفرادت في مجموعة إحصائية إلى علامات معيارية فكانت كالآتي‎ CT 


د0 » ۳آ . ما قيمة آ؟ 


إذا كانت علامتا طالبين في امتحان التكنولوجيا ۷١‏ ۸۸ وكانت علامتاهما المعياريتان المناظرتان -۸,* » ١‏ 
على الترتيب . ما هو الوسط الحسابي والانحراف المعياري للعلامات في الامتحان؟ 
الوسط الحسابي والانحراف المعياري لمجموعة من القیم هما ۷۲ » ٩‏ على الترتيب . 
ما هي العلامة المعيارية المقابلة للقيمة ٤‏ ٠؟‏ 
رلت ال الام جیب الملا س دچ ب ٠آ‏ جيك س الا العام ل الجريل :ص الا 
الخام بعد التحويل . كم تصبح العلامة المعيارية للقيمة °٤‏ بعد هذا التحويل؟ 


۳١ 


Normal Curve Jدتحلا النحنى الطبيعي‎ 


تعلمت سابقا طر قا بيانية مختلفه لتمثيل الجداول التكرارية منها المدرج التكراري والمضلم التكراري والمنحنى 
CSN TA E CM RC EOE‏ 


شکل (۱) شکل (۲) شکل (۳) 
منحنی تکراري غير متماثل منحنی متماثل منحنی تکراري غير متماثل 
(ملتو نحو اليمين أو موجب الإلتواء) (طبيعي معتدل) (ملتو نحو اليسار أو سالب الاإلتواء) 


يمثل شكل )١(‏ الحالة التي تتركز فيها معظم القيم في الطرف الأيمن من المنحنى أي نحو القيم الكبيرة في 
التوزيع . 

ويمثل شكل (۳) الحالة التي تتركز فيها معظم القيم في الطرف الأيسر من المنحنى أي نحو القيم الصغيرة في 
التوزيع. 

أما شكل (۲) فيمثل الحالة التي تت ركز فيها معظم القيم في وسط التوزيع وأما القيم المتطرفه البعيدة عن الوسط 
من الجهتين اليمنى واليسرى فتكون قليلة ونادرة. 

إن المنحنى في شكل (۲) يسمى المنحنى الطبيعي أو المعتدل وهو الصورة النموذجية التي تقترب منها منحنيات 
كثير من التوزيعات في الحياة العملية مثل الأطوال والأوزان والعلامات ونسب الذكاء وذلك عندمايزداد عدد المفردات 
التي تقوم بدراستها في كل حالة زيادة كبيرة جد . لاحظ مثلاً الجدول التالي وتمثيله بيائيا بالمتحنى التكراري . 


الجدول التكراري لتوزيع أوزان ٠٠٠١‏ شخص (لآقرب كغم). 


N | | TI | | 1% | 1 | 


۳۲ 


والمنحنى التكراري التالي يمثل الجدول السابق : 


MHS EEESEEEESEESECHESREGKEEEEE 
lll RII |11| 
HENE EE IN EEEEF OBI RES EEEEEES 
NESS NEETU INES HEC ISENBERG 
wlll 11|| |11| 
MSS EKER SEES IBS EEE IEEE EBES 
_lllll|l{(||1 fl l1 ||{||||{ || 
Jill |l/l|{{| AI Il ||| |11| 
Nl I||l||I|||{|{(|/|| ||| ||| 1| 
MAI {AI RNIIIIlIl| | 
wlll l1 | {||| 1| 
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ا‎ 
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مراکز الفتات 


لأهمية هذا المنحنى» قام كثير من العلماء مثل ديموافر» 
ولابلاس» وجاوس في القرنين الثامن عشر والتاسع عشر بدراسته 
واكتشفوا الكثير من خواصه ويعزى إلى العالم الألماني جاوس 
۱۸١ ١- ۱۷۷۷(‏ م) الوصول إلى المعادلة الرياضية للمنحنى وترى 
في الصورة العالم جاوس على عملة المانية مرسوم عليها المنحنى 
الطبيعي ومعادلته . 

خواص النحنى: 

@ منحنى متماثل له قمة واحدة فقط ونقطة التقاء محور التماثل مع المحور الأفقي تمثل الوسط الحسابي 
للتوزيع . 

© للمنحنى شكل يشبه شكل الجرس فهو يحتوي على عدد كبير من المفردات في الوسط ثم تقل هذه المفردات 
N‏ وبشکل متماثل . 


۳ 


۳٣٤ 


ق يقترب طرفا المنحنى من المحور الأفقي دون أن يقطعاه أي أن طرفي المنحنى يمتدان نظريا إلى ما لا نهاية من 
كلا الاتجاهین . 

® يتخذ المنحنى الطبيعي أشكالا مختلفه ويتوقف ذلك على الوسط الحسابي والانحراف المعياري للتوزيع فمثلا 
لاحظ الشكلين الاتيين : 


©O- < © - 


© = ۲ © کک 


8 ۲۸ ٤٠ 9 ٤ 0 A۸ ۰۰ i 


د و فان ف الومط لخا 


٦ ۲۸ ٤١ 0۲ 1٤ ۷٦ A۸ 


منحنيان طبيعيان لهما الوسط الحسابي 


© تتوزع المفردات التي تتخذ شكل التوزيع الطبيعي بحيث : 

(0) حوالي 1۸./ من الحالات (آي من الأطوال أو الأوزان أو العلامات . . . إلخ) تقع ضمن انحراف معياري واحد 
على جانبي الوسط » أي تقع بين القيمة التي تقل عن الوسط الحسابي للتوزيع بمقدار انحراف معياري واحد 
وبين القيمة التي تزيد عن الوسط الحسابي للتوزيع بمقدار انحراف معياري واحد. 


( حوالي ٩‏ من الحالات تقع ضمن انحرافين معياريين على جانبي الوسط» أي تقع بين القيمة التي تقل عن 


الوسط الحسابي للتوزيع بمقدار انحرافين معياريين وبين القيمة التي تزيد عن الوسط الحسابي للتوزيع بمقدار 
انحرافین معیاریین . 

(ج) وحوالي 4٩‏ من الحالات تقع ضمن ثلاثة انحرافات معيارية على جانبي الوسط› أي تقع بين القيمة التي 
تقل عن الوسط بمقدار ١‏ انحرافات معيارية» وبين القيمة التي تزيد عن الوسط الحسابي للتوزيع بمقدار ٣‏ 
انحرافات معيارية . 

للاحظ الأشكال الاآتية التي توضح النسب السابقة. 


الوسط الحسابي سے 


ر“ 


وكمثال تطبيقي وبالعودة إلى الجدول التكراري لتوزيم أوزان ٠٠٠١‏ شخص الذي مر ذكره سابقاً صفحة ٠۲‏ 
زغلا بال الوط الحعابي لر بم ماري ٠١‏ كر ران الإ تجراف المعاري يبار ى ١‏ ١ك‏ إن 
(1) 1۸ تقريبا من الأشخاص أي حوالي 1۸١‏ شخصا تكون أوزانهم محصورة بین س - © > س + © 
آي بین ٠١ + ٥۷ . ٠١ -٥۷‏ أي بين الوزنين ۷۲۰٤١‏ کخم . 
(۳) حوالي 4١‏ من الأشخاص أي حوالي ٩۰‏ شخصا تكون أوزانهم محصورة بین س - 6۲ » س +6۲ » أي 
ین ۵۷- ۲× ٠١ ×۲ + ٥۷ . ۱١‏ آي بین الوزنین ۸۷۰۲۷ کغم . 
(۳) حوالي 4٩4‏ من الأشخاص أي حوالي ۹٩۰‏ شخصاً تكون أوزانهم محصورة بین س - ۳© » س + ٣ى‏ 
أي بین ۳-۵۷ × ۱۵ » ۵۷ + ۳× ٠١‏ أي بین الوزنین ٠۰۲۰۱۲‏ کغم. 
ويمكن التحقق من مدى توافق هذه النسب والأعداد مع المعطيات الواردة في الجدول المذكور. 


N CE TS 
هدد ولا فك لاجرل على ی مرا ی الي بات ااه هر ار رغرب وا یه‎ 
لهدف باستخدام العلامات (القيم) المعيارية بدلا من القيم الخام في التوزيع الطبيعي» إذ أن الوسط الحسابي للعلامات المعيارية في‎ 
أي توزيع طبيعي يساوي صفرا والانحراف المعياري يساوي واحداً ويسمى المنحنى الطبيعي الناتج المنحنى الطبيعي المعياري.‎ 
: لاط الشكل الآتي‎ 


۰ ۱ ۲ ۳ 


جدول المساحة تحت المنحنى الطبيعى المعياري: 
تحت المنحنى والمحدودة بقيم معينة من العلامات المعيارية . 

وهذه الجداول لا تتخذ صيغة واحدة في جميع الكتب والمراجع وسنعتمد 
الجدول الملحق فى نهاية الكتاب والذي يعطى المساحة المحصورة بين الوسط 
الشكل المجاور» أما لقيم ع السالبة فنستخدم صفة التماثل في المنحنى 
2 ¢ |۹ ,*» آ ر EC aE ET‏ 


۳٦٢ 


اللساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري بين صفر » ع الو جبة 


| مثال(): أوجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري والمحصورة بين ع = ٠‏ » ع = ٠,٠١‏ . 
نقرأ المساحة مباشرة من الجدول فننظر إلى العدد الواقع عند تقاطع الصف ع = ٠,١‏ والعموده 
(أي ١٠٠,٠)»لنجد‏ العدد ٠,۳۷٤۹‏ 


المساحة المطلوبة هی ٠,۷٤۹‏ : 


مثال(۲): آأوجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري والواقعة تحت ع ٠,١‏ . 


۷ ]امل: 


المساحة المطلوبة = (المساحة بين ع = ۰ > ع = )١,١‏ + (المساحة تحت ع = *( 


*,0 + ۹,۸٩ = 


*,۸۸€ ۹ = 


۳۷ 


e‏ وجك المساخة تخت لمنحنی | لطبيعي المعياري والواقعة تحت ع = ج 


۱ 1 
o 1 ۱‏ 
۷ ]احل: SE‏ 
SS‏ 
SEET e‏ 
المساحة تحت ع = ٠,۷١-‏ تساوي المساحة فوق ع = SEAT ٠,۷١‏ 
ےک کے 2 SOS‏ 
ا ا د 


لا حط الشكل المجاور. o ° 0 a‏ 
المساحة فوق (ع = )٠,۷١‏ 


0 — (المساحة بين ع = : ¢ ع (,Vo=‏ 


TVIE 0 


7 


إذن المساحة تحت (ع = )٠,۷١-‏ هي ٠,١۲١١‏ 5 


؟٠,٠٠ ماهي العلامة المعيارية ع التي تكون مساحة المنحنى الطبيعي المعياري الواقعة تحتهاهي‎ :)٤(لاثم‎ ٠ 


۷ |امل: 


يما أن المساحة 0 ارق ٠,‏ إذنع موجبة» وتكون المساحة بين 


ج 
اع SS‏ 
2 
(ع = )١‏ و ع الموجبة هي ٠,٠١ = ٠,0 - ٠,10‏ § 
is!‏ 
é * 0 +‏ چ ا ر کک 
CTY‏ 


ھ. 


/ 
/ 


أو أقرب عدد إليه فنجد العددين ٠,۱١١۷ > ٠,۱٤۸١‏ 
وبما أن العدد ٠,٠١١١‏ أقرب إلى العدد ٠,٠١‏ فإننا نختاره هو وننظر إلى الصف والعمود الذين يتقاطعان عنده 
فنجد الصف ٠,١‏ والعمود ٩‏ فتكون ع المطلوبة : ره ٠,٠4۹+‏ ا 
قيمة ع التي تكون المساحة تحتها ٠,٦‏ هي ۳۹“ تقريباً. 


مثال(۵): كانت نتائج امتحان عام قريبة من التوزيع الطبيعي بوسط حسابي = ٠٥‏ وانحراف معياري = ٠١‏ أوجد: 
() نسبة الطلبة الذين حصلوا على علامات تقل عن ٠٥‏ . 
(ب) نسبة الطلبة الذين حصلوا على علامات تقل عن ٠١‏ . 
ج النسبة المقرية للطلة الذين حصلو ا غلى علذمات تريد هن .۷١‏ 


(/) نسبة الطلبة الذين حصلوا على علامات تقل عن ٠١‏ هى 
المساحة المظللة في الشكل» وتساوي ٠,٠١‏ » أي /.٠١‏ الو سط 6 
( للاضرورة لا ستعمال الجداول في هذه الحالة الخاصة) . 


۳۸ 


(ب) نسبة الطلبة الذين حصلوا على علامات تقل عن ٠١‏ 
تساوي المساحة المظللة فى الشكل ولايجاد هذه المساحة 
نحول العلامة الخام ٠١‏ إلى علامة معيارية . 


E‏ ل 
lT ln TGC‏ 


وحت ع مال فنا بد المساح السار هاباتماال 


من الشكل المقابل : 

المساحة تحت (ع = )٠,٠-‏ = المساحة فوق (ع = )٠,٥‏ 
= ۰,0 - المساحة بين الوسط و (ع = )١٠,١‏ 
E = 0=‏ 


= ۰,۹11۸ 
آي آن نسبة الطلبة الذين حصلوا على آقل من ٠١‏ هي ٠,٠ 1٦۸‏ » آي /.٦,1۸‏ 


(ج) نسبة الطلبة الذين حصلوا على علامات تزيد عن ۷١‏ 


EEE 
۵ 


تساوي نسبة المساحة المظللة في الشكل . اص 
نحول العلامة الخام ۷١‏ إلى علامة معيارية : کک 


,٥ ٤ ۱۰ ۱۰ O 


المساحة المظللة = ٠,١‏ - المساحة بين الوسط و (ع=٥,٠)‏ 


۰,۱۹۱۵ - 0,0 = 

۰,۳۰۸٥ =‏ 
أي أن نسبة الطابة الذين حصلوا على علامات تزيد عن ۷ھ ٣:۸‏ 
النسبة المتو ية = ۳°۸5 ٠٠١ × ٠,‏ = ۸5ي * ٣‏ 5 


۳۹ 


مثال(۱): الوسط الحسابي لأوزان ٠٠٠١‏ شخص يساوي ٠١‏ كغم والانحراف المعياري للأوزان يساوي 


٠‏ كغم . إذا كانت الأوزان تتبع التوزيع الطبيعي » فما هي نسبة الأشخاص الذين تقع أوزانهم بين 


٥‏ ٍكغم » ۸۵ كغم؟ وما عدد هؤلاء الأشخاص؟ 
نسبة الآشخاص الذين أوزانهم تقع بين ۵ کغم ٥‏ كغم = نسبة المساحة المظللة في الشكل . 
نحول القيمة الخام ۸١‏ إلى علامة معيارية : 


نسبة المساحة = ٠,٤۷۷١‏ (من الجدول في نهاية الكتاب) 
اي أن نسبة الأشخاص = /.٤۷,۷۲ = ٠,٤۷۷۲‏ 

عدد الآشخاص = العدد الكلي × النسبة 

,EVVYX I= 


CVV, = 


٤۷۷ =‏ شخصا تقريبا . . 


مثال(۷): الوسط الحسابي لأعمار المصابيح الكهربائية التي ينتجها أحد المصانع هو ٠٠١‏ ساعة بانحراف معياري 


مقذاره ۲٠١‏ ساعة . فإذا كائت هذه الآعمار تتبع التوزيع الطبيعى ٠‏ وانحتير أحد المصابيح عشوائيا > 
اا ی ا ی و 


۷ ]امل: 


احتمال أن يبقى المصباح صالحا لمدة تزيد عن ١٠۱۸ساعة‏ = نسبة المساحة المظللة في الشكل . 
e O‏ 


8 o Tee —\Ans س س‎ 
Yon Yo O 


المساحة فوق (ع = ٠,١ = )۲,١‏ - المساحة بين الوسط و ع = ۲,٥‏ 


A =0 = 
۹ ۰ “۲ = 


الاحتمال المطلوب = ٠,٠٠٦۲‏ _- 


ی 
تمارین ومسائل (۲-۲) 


أوجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري في كل من الحالات الاتية : 
() الواقعة تحت (ع = )١,۲٤‏ ۰ 
(ب) الواقعة فوق (ع = )١٠,٠١۷‏ 
(ج) الواقعة بين (ع = -۲) و (ع = )١,١‏ 


ما هي العلامة المعيارية () في كل من الحالات الآتية؟ 
() المساحة تحت ع هي ۰,۸٥٩‏ 
(ب) المساحةفوق ع هي ٠,٠۲۲۸‏ 
(ج) المساحة بين حع ٠‏ ع هي 1,' 


وزن رغيف الخبز الذي ينتجه مخبز يتوزع تقريبا بشكل طبيعي بوسط حسابي يساوي ۲۰۰غم وانحراف معياري 
يساوي ۱١‏ غم . 
(1) ما نسبة الأرغفة التي ينتجها المصنع ويقل وزنها عن ١٠۲غم؟‏ 
() ما نسبة الأرغفة التي ينتجها المصنع ولايقل وزنها عن ٩۹١غم؟‏ 


إذا كانت علامات طلبة أحد الصفوف في اختبار الرياضيات تتبع تقريبأ التوزيع الطبيعي بوسط حسابي يساوي ۷۲ 
وانحراف معیاري = ٩‏ 
() إذا كانت علامة النجاح في الاختبار=٠٠‏ فما النسبة المئوية للطلبة الناجحين؟ 
() إذا اختير أحد الطلبة عشوائیا فما احتمال أن تکون علامته أکبر من ۹۰؟ 
( إذا تقرر إعطاء أفضل /.٠١‏ من الطلبة جوائز تقديريه فما أقل علامة بحصل عليها طالب لينال جائزة؟ 


إذا كانت أطوال مجموعة من الطابة تتبع التوزيع الطبيعي بوسط حسابي يساوي ١٦١سم‏ وانحراف معياري ١٠سم.‏ 
() ما نسبة الطلبة الذي تنحصر أطوالهم بين سم » ۰ سسم؟ 
(ب) ما عدد هؤلاء الطلبة إذا كان المجموع الكلي للطلبه هو ٠‏ ۰ طالی؟ 
(ج) ما هو الطول الذ ي يقع ۸۲,۳۸./ من الطلبة تحته؟ 


٤١ 


۲ 


O CO OE E 


ا ا بای ارب الا 

التجربة العشوائية : هي التجربة التي لا نستطيع تحديد نتيجتها قبل إجرائهاء ولكننا نستطيع تحديد مجموعة 
ج الات الم لاجر سس هاه المجو عة الا الي ا(0 ری کل جرع ج د 
من الفراغ العيني ke‏ 

يرتبط بكل حادث عدد يعبر عن إمكانية أو فرصة وقوع هذا الحادث ويسمى احتمال الحادث ل(ح). e‏ 
هذا الاحتمال» يمكن اللجوء عمليا إلى ما يسمى التكرا ر السبى للحادث» أي النسبة بين عدد مرات وقوع الحادث 
وعدد مرات إجراء التجربة وهذا ما يدعى الاحتمال التجريبي للحادث. ويسمى العدد الذي يقترب منه التكرار 
النسبي أو الاحتمال التجرببي للحادث عند زيادة مرات إجراء التجربة زيادة كبيرة جدا يسمى احتمال الحادث. 

في الحالة الخاصة التي يكون فيها لجميع عناصر الفراغ العيني الفرصة نفسها في الوقوع» فإننا نسمي الفراغ 
عدد عناصر الحادث 


العيني فراغا عينيا منتظما ونعين للحادث عندئذ احتمالا نظريا ل00) = PETE‏ 


| قوانين الاحتمالات: 


(۰ =) (ل(‎ ٠ = احتمال الحادث المستحيل‎ Q@® 


@@ احتمال الحادث المؤكد = ١‏ (ل(@)=۱) 
@ احتمال اتحاد حادثين منفصلين = احتمال الأول + احتمال الثاني 
أي آنه إذا کان ح؛ 7 جح = © فإن ل (ح, لا ح,) = ل (ح)) + ل(حم) 
@ احتمال اتحاد أي حادثين= احتمال الأول + احتمال الثاني - احتمال تقاطع الحادثين . 
أي آن ل (ح, لا ح,) = ل (ح,) + ل (ح؛) - ل () ح؛) 
@ احتمال حادث + احتمال متممة ذلك الحادث = ١‏ 
أي أن ل(ح) + ل(ج) = ١‏ 


قام طالب بتكرار التجربة ٥١‏ مرة وسجل النتائج الاتية : 


NBG GBB 


BEB BH EBB BES 
)؟‎ ٦ = ما الاحتمال التجريبي لحادث ( الحصول على مجموع‎ O 
)؟‎ ١= ما الاحتمال النظري لحادث ( الحصول على مجموع‎ @ 


۷ ]امل: 


عدد مرات الحصول على المجموء )٦(‏ 
@ الاحتمال التجريبى = التكرار السيي زيار _ عا عرات الحصو على المجموع ١‏ 


0۰ 
عدد عناصرح 
الاحتمال الد ڪڪ 
0 عدد عناصر 2) 
ح =( °(« )¥ €0(< (To FD)‏ .<.0 <؟(<«)0 0( 


(0D TrET c(0 «(1۰10 } =0 


= 0 = ۰.۱۳۹ 
ل( ۴۹ 


لاحظ الفرق بين قيمتى الاحتمال التجريبى والاحتمال النظري ولوأجريت التجربة عددا كبيرا جدا من المرات 
لاقترب الاحتمال التجريبى من الاأحتمال النظري . 3 


مثال (۲): سحبت بطاقة واحدة عشوائياً من صندوق به ٤٠‏ بطاقة تحمل الأرقام من ١‏ إلى ٠٠‏ . 
ما احتمال أن يكون العدد على البطاقة المسحوبة: 
@ عددا زوجیا؟ 
@ عددا يقبل القسمة على ١٠؟‏ 
@ عددا زوجياً أو يقبل القسمة على ١؟‏ 


ليكن ح = حادث الحصول على عدد زوجي . 
> ح, حادث الحصول على عدد يقبل القسمة على ٥‏ . 
١ > i SITE‏ وعددالعناصر ۲۰ 


< 


۸ وعدد العناصر‎ e 4 TE 


عدد عناصرح 
ا 


۱ 
عدد عناصر 2) 30 ۲ 


عدد عناصرح ۸ ١‏ 
لے( ےک 


عدد عناصر 2) 30 0 


ل( لاح( = ا ا = 8 ب( 


۱ ۱ 
Teg جر‎ 3 E3 


لکن |= [ ٠۳۰۳۰۱۰‏ إن :لح ۔ 
۱ ۱ ۱ 1 
E E‏ ۰ ۰ 


oS 
)۴-۲( تمارین ومسائل‎ 
کیس به ۳ كرات متماثلة ومرقمة ۱ » ۲ » ۳. سحبت كرتان الواحدة وراء الأخرى ولوحظ العددان الظاهران.‎ 

ما هو الفراغ العيني للتجربة : [() إذا كان السحب مع اللإرجاع . 


(ب) إذا كان السحب دون إرجاع . استعن بالشجرة البيانية . 


ألقيت ٣‏ قطع نقود منتظمة ولوحظت الأوجه الثلاثة الظاهرة. 
(ل) أكتب الفراغ العيني للتجربة. 
ب) أكتب الحوادث الآتية ثم احسب احتمال كل منها: 
ح = حادث الحصول على صورة واحدة على الأقل . 
اوت العصر لعل ضرا ۴ کات 
حم = حادث الحصول على كتابتين على الاأكثر. 


إِذا کان ۰ ح؛ حادثین بحیث ل( ح,) = ۰,۵ ¢ a‏ « ل (( )= ۳و 
أو جد : 0 (ZÛ 2e8‏ ی 


OTe © 


Conditional Probabilify طفyرid‎ Jlnتحإلا‎ SI 


قد 


وقع . پرمز لهذا الاحتمال بالرمز ل(ح, / ح,) ویعرف هکذا: 


8 تى بف: 

I E A 
ا‎ E 
e 


0 


2 « 


مثال(۱): في تجربة إلقاء حجر نرد منتظم مرة واحدة» وملاحظة العدد الظاهر» إذا كان: 
ح, : حادث ظهور عدد يقل عن ٤‏ 
2 حادث ظهور عدد زوجي 
فأاوجد : ل(ح/ح,) 0 
آ۷ ]امل: 

Lec leTEENID 

ح = ۳۲۱ا 

حم =۲ 1 


A E 
0 ات‎ 


يمكنك ملاحظة صحة الحل بسهولة حيث أن هناك فرصة واحدة لحدوث ح إذا علمنا أن ح, والمكون من 
۱ 


ثلاثة عناصر قد تحقق أي أن هناك فرصة واحدة من بين ثلاث فرص متساوية آي ان Hl Ee a‏ 


3 - 


١ ١ . .‏ 
أي آن المعلومات الإ ضافية بأآن ح, قد وقع غيرت من قيمة ل (ح,) وهذا أمر طبيعي فإن علمنا بوقوع ح, 
يجعل احتمال وقوع ح منسوبا إلى فضاء عيني مقلص جدید هو ح, ولیس ٩2‏ . 
() في حالات الاحتمال المنتظم -كما في المثال السابق- يمكننا تطبيق صيغة أخرى لقانون الاحتمال المشروط 
وهي کالتالي : 
ل [ - عدد عناصر( ح, (] ح, ) 
e a‏ عدد عناصر(ح,) 


ع عناصر( ح, (] ح, ) ۱ 


ففي المثال السات ؛ 0چ ا = علدعناصراح) ۳ 


مثال(۲): فى تجربة رمى حجري نرد منتظمين مرة واحدة وملاحظة العددين الظاهرين» ماهو احتمال أن يكون العدد 


الظاهر على أحد الوجهین = ٣‏ علماً بان مجموع العددین الظاهرین = ۹؟ 


لیکن ح, : حادث ظهور العدد ۳ على ال الوجهين › "a‏ :حادث ر العددين ۹٩‏ 


عدد عناصر( حح ) 
Serva‏ 
علد #2 


0 
! 1)۰0). 0( .)0 ۰ 0 (10۳ = لکن حح‎ 
٤ 
3 ٩ = ومجموع العددين‎ 
۲ {("<% < (1T) = 
١ ۱ 
RE Ee 
E E o E o Ly 
ا حجر النرد الأول‎ 


عند الحصول على اي )1۳( <“ > ) بعد معرفتنا آن ح, قد تحقق › اوا ن 


٤٦ 


| قاعدة الضرب للاحتمال المشروط: 


(>) ~0 
CÎ 1C 
)۱( eh GC GC GO ê BB E E e o ( ل(ح‎ e نعلم أن‎ 
ا‎ 
E 
CIsescb esses a e ا‎ 2e E 


بإجراء عملية الضرب التبادلي في المعادلتين )١(‏ > (۲) وملاحظة أن aR ale ER e‏ ) يکون : 


ال 0 ا اتر کیا میک ا وی اال د ا درن ارجا 


۷ |احل: تایب اسب 
الكرة اولي ۷ الكرة الثانية 
1۹ سو داء 
سو داء 
E3‏ بيضاء 
۹ 
E29‏ 
۱۹ سو داء 
بيضاء 
۱١‏ تنضاء 
۱ 
لیکن ح, : حادث الكرة الأولى سوداء. 
حم : حادث الكرة الثانية سوداء. 
ادك اختمال ان تکون الکرتان سو داوین = 0 ZN‏ 
CEE RUE‏ 
۸ ۷ 
FT‏ 1 
0٦‏ 
AN‏ : 


۷ 


مثال :)٤(‏ 8 > ح, حادثان في 62 بحیث آن : E e E‏ أوجد: 
ag Kelo‏ 
a a0‏ 
۷| امل: 


(JX (e d= (ef 
ST Xo = 


EEE EE Ta eLO 
ا‎ - +۷ = 
_ = 


تمارین ومسائل )٤-۲(‏ 


آلقي حجر نرد منتظم مرة واحدة» ما احتمال أن يكون العدد الظاهر عدداً أولياً بشرط أن العدد الظاهر هو عدد فردي؟ 


حم » حم حادثان بحیث : ل(ح ) = ۰,۵ ¢ e‏ ¢ ل( ح,/ ح,) = ٠,٤‏ آوجد: 
ede O‏ 00ح( 


في تجربة إلقاء حجري نرد منتظمين مرة واحدة» أو جد : 
[1) احتمال أن يكون العدد الظاهر على الحجر الثانى يساوي ٠‏ علما بان العدد الظاهر على الحجر الأول يساوي ٤‏ . 
(ب) احتمال أن يكون مجموع العددين الظاهرين عددا زوجيا علما بان العدد الظاهر على الحجر الأول يساوي 1 . 


صندوق به ۸ کرات متماثلة منها ۵ كرات بيضاء» ۲ كرات حمراء . سحبت من الصندوق كرتان على التوالي 
دون ارجاع . آوجد: 
(1) احتمال أن تکون الکرتان بيضاوین . 
(ب) احتمال أن تكون احدى الكرتين حمراء والخرى بيضاء. 


مركز ثقافي لتعليم اللغات فيه /.٠١‏ من الدارسين يدرسون اللغة الانجليزية» /.٠١‏ من الدارسين يدرسون 
اللخة الفرنسية» ۴١‏ من الدارسين يدرسرن اللخين معا . أرسم شكلا مناسبا رضح هذه المعظيات» وإذا 
E‏ 
اال اف كرد هاا لص دارب إحدى اللن عل الات 


ا ی و ا E‏ 
٤۸‏ 


Partition 1 h€OIY ةئأزجتلl نظرية‎ 


بعض المشكلات العملية والتي تعتمد على الاحتمالات في حلها تتألف من إجراء سلسلة من تجربتين عشوائيتين 
(أو أكثر) وتتطلب المشكلة لحلها حساب احتمال وقوع حادث معين مرتبط بهاتين التجربتين . إن إحدى الطرق المناسبة 
لوصف هذا الوضع استخدام الشجرة البيانية وقاعدة ضرب الاحتمال المشروط كما في الأمثلة الاآتية . 
مثال(١):‏ صندوقان أ » ب. في الصندوق الأول (أ) ۷ مصابيح صالحة» ۳ مصابيح معيبة» وفي الصندوق 
الثاني (ب) ۸ مصابيح صالحة» ۲معيبة . أختير أحد الصندوقين عشوائيا ثم سحب منه مصباح 
واحد عشوائيا . ما احتمال أن يكون هذا المصباح صالحا؟ 


هذه سلسلة من تجربتين عشوائيتين يمكن توضيح نتائجها في المخطط الاتي : 


E 
آيداً‎ 
من ب‎ حلاصهۅÉËŠ$Šg‎ 
س‎ 
ک معیب‎ ٢ 


المخطط يوضح أن التجربة الأولى وهي اختيار أحد الصندوقين تنتهي بنتيجتين لهما الفرصة نفسها في 
الوقوع» أي أن احتمال اختيار الصندوق (أ )= احتمال اختيار الصندوق (ب) = ٠,١‏ 
كما أن التجربة الثانية وهي اختيار مصباح واحد من أحد الصندوقين تنتهي بنتيجتين : صالح » معيب واحتمال أن 
یکون المصباح صالحا إِذا کان من (|) هو ۷,٭ واحتمال آن یکون معیبا ذا کان من(ا) = ٠,۳‏ واحتمال ان 
a N O CS‏ 
وعليه إذا فرضنا أن: ح, حادث اختيار الصندوق أ. 
> ح, حادث اختیار الصندوق ب. 
> ح حادث اختیار مصباح یکون صالحا. 
فان وقوع ح یمکن أن یتم بطریقتین منفصاتین إما آن یکون صالحا ومن (1) آو أن یکون صالحا ومن (ب). 
آي آن احتمال آن یکون المصباح صالحا = احتمال آن یکون صالحا ومن () + احتمال آن یکون صالحا ومن (ب) 
(END J + (fz dJ = (zd‏ 
و ق 


AX *,0 + ۷× 0= 


8 ۰,۷0 = ۹ + °0 = 


۹۹ 


مثال (۲): ثلاثة صناديق متماثلة يوجد في الأول (أ) ۷ساعات ذهبية› ۳ فضية ويو جد في الثاني (ب) ٤‏ 
اغات دذهسة » ٦‏ فضية ويو جد فى الثالث (ج) ۳ ساعات ذهبية › اا ساعة فضة . 


ا ختیر صندوی غشو اتبا : ثم سحبت منه ساعة وأاحدة» ما احتمال أن تكون هذه الساعة ذهبية؟ 


ذهبية سuهههيه‏ ذهبية من (آ) 


فإن ل(ح) = ل رح ) × ل ele‏ ۳ رح ,) le X‏ چ 2 X‏ لح / حم( 


۳ ۱ 
Ea 


٤ ۱ ۷ 
EEE TE 
3 ۷ 


المثالان السابقان يوضحان النظرية الآتية : 


ذا كانت ج ° 0 e‏ حوادث منفصلة (متباعدة) وشاملة آي أن : 


لل ۰ ۰ ۰ لح =2 › وتقاطع أي حادثين = ©› وكان ح أي حادث يمكن أن يقع مع أحد الحوادث المذكورة 
فإن : ل (ح) = ل( )) × ل 2/0( + 0J X (DJ‏ 7/ ب( + .... + (ıZ/OJ X(, DJ‏ 


الشكل المجاور يوضح الحوادث ج ٠٠٠ ٠ح ٠‏ “حر 
المنفصلة والشاملة للفراغ العيني» والحادث ح الذي يقع مع 
واحد أو أكثر من الحوادث المذكورة. 

لاحظ أن : 

IOV: USCC UCIO = 

(a Z/OJ X( J+ .... + (rC /EIJ X (J + ((Z/)J X (J = (>) J 


تمارین ومسائل )٥-۲(‏ 


اختير أحد الصندوقين عشواثيا ثم سحبت منه بطاقة واحدة. ما احتمال أن يكون العدد على البطاقة المسحوبة 


عددا زوجيا؟ 


موظفتان في مكتب . تقوم الموظفة الأولى بطباعة ۷٠‏ من خطابات المكتب على الحاسوب وتكون 1.۸٠‏ من 
E‏ 


ثلاثة صنادیق أ » ب » ج يحتوي (آ) على ۳ کرات حمراء» ٥‏ بيضاء ویحتوې (ب) على ۲ حمراء» | بيضاء 
ويحتوي (ج) على ۲ حمراء» اء أختير أحد الصناديق عشوائيا ثم سحبت منه كرة واحدة . 
ما احتمال أن تكون الكرةحمراء؟ 


صندوقان أ » ب فى الأول (أ) ۵ كرات حمراء» ۳ بیضاء وفی الثانی (ب) ۳ کرات حمراء» ۵ بیضاء . تلقی أولا 
قطعة نقد منتظمة مرة واحدة فاذا ظهرت صورة تسحب كرة واحدة من الصندوق (آ). وإذا ظهرت كتابة» 
تسحب كرة وأاحدة من الصندوق (ب)» ما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة حمراء؟ 


٥١ 


Independent Events alaتudlا الحوادث‎ 


قد نجد حادثاً ح, لا یتأثر بوقوع (آو عدم وقوع) حادث آخر ح,» آي آن: ل(ح,) = ل(ح,/ح,). 
في هذه الحالة نقول ام حادث مستقل کن چ وحيث إن : 0ح ,1ح( چ X a‏ اص 
فإن: ل( ح1 ح,) = ل(ح,) × ل(حم) 


تعریف: 
ll U a EE E E‏ 


نتيجة : إذا کان ح, » ح, حادثین مستقلین فإن لح[ ح,) = ل( ) × ل(ح,). 


مثال(۱): إذا كان احتمال أن يصيب أحمد هدفا هو ۰,۸ واحتمال أن يصيب جمال الهدف هو ۷,* . 
صوّب كل من أحمد وجمال مرة واحدة نحو الهدف . أو جد : 
(ب) احتمال أن يصاب الهدف . 
إذا رمزنا بالرمز ح, للحادث «أن يصيب أحمد الهدف) . 
وبالرمز ح, لحادث : « أن يصيب جمال الهدف» . 
فإن ح, » ح, حادثان مستقلان وعلیه فان : 
N. O‏ آن يصيب أحمد وجمال الهدف معا = ل رح( ح,) 
VX AUK‏ 
=0 
(ب) احتمال أن يصاب الهدف= احتمال أن يصيب أحمد أو جمال الهدف 
UE‏ 


E EOE OOS 
۰,0 = ۷ += 


E ك‎ 


o۲ 


مثال(۲): ا ee 6 mal‏ 6 فأو جد ل(ح,) في كل من الحالتين الآتيتين : 
() إذا کان ح, » ح, مستقلین . 
آ۷ ]ا ملے: ا إذا کان ح, منفصلین (متباعدین) 


إذا کان ح, » حم مستقلین فإن : 
Efe ECE Ee E‏ 
ا a‏ 
0 = 0 + س - ٩,۵0‏ × س 


0 = ۰,0 + ۹,۹ س 


0 = 9و یں 
عل > ٠‏ 6 0 
0 0۸ 
(ب) إذا کان ح, » ح, منفصلین فإن : 


(U e 3‏ حل 7ح( ۳ لر ح,) 
0 = ۰,0 + ص 


(1) هناك فرق بين انفصال حادثين واستقلالهما فانفصال ح, » ح, يعني عدم وقوعهما معا آي أن: ل0م ()ح,)= ۰ 
بينما استقلال ح, »> ح, يعني عدم تأثر أحدهما بوقوع الآخرأو أن ل(ح, [) ح,) = ل(ح) × ل(ح,). 
فمثلا عند إلقاء حجر نرد منتظم مرة واحدة وکان ح = حادث ظهور عدد زوجي » ح, = حادث ظهور عدد فردي 

فإن ح, » ح, حادثان منفصلان إذ لا يمكن أن تكون نتيجة رمي الحجر عددا 

E e 

ومن الواضح أن لح( )ح؛) = ٠‏ فهما منفصلان. (e) (e(‏ 
هل ح, » ح, مستقلان ؟ هل ل( ح, 7 ح,) = ل(ح) × ل(ح,)؟ 

لح ح,) = ل(@) = صفر TTS‏ 


0ح( = ¢ 0ح( = ¢ أي أن 0ح( لح( = 
مما یجعل ل رح a‏ آي آن : CC IC‏ غير مستقلين . 


or 


E gE EN E E 
a E 0ح‎ 


| مثال (۲): صندوق به ٩‏ کرات حمراء» ١‏ کرات ضاء: سحبت كرتان الواحدة وراء الأخرى مع الإرجاع . 


أوجد احتمال أن تکون الکرتان حمراوین . 


ليكن ح, حادث : « الكرة الأولى حمراء». 
حم حادث : ( الكرة الثانية حمراء) . 
احتمال آن تکون الکرتان حمراوین = ل(ح, () ح,) 
= ل(ح) × ل(ح,) لآنح »› ح, مستقلان 


ES 


0 ¥0 0 


لاحظ الفرق بين السحب دون إرجاع والسحب مع الإرجاع ففي الحالة الأولى تتأثر نتيجة السحب في المرة 
الثانية بنتيجة السحب في المرة الأولى بينما في الحالة الثانية أي في حالة السحب مع الإرجاع لا يكون مثل هذا التأثير 
بسب غاد الک رة لے للوق فی دالضص دوق کما کان ی المرةالارلی. 


n RG 


تمارین ومسائل (۲ )١-‏ 


حادتان م ۰ ج بحيث ل( ح ) = ۰,۵ و TOE EN‏ 
(1) هل ح, ۰ ح, مستقلان؟ 
(ب) أو جد e a‏ 


ê ل‎ OTT 
a 8 IEE = مستقلان بحیث لح / ح,)‎ EE 


0 0 
© ا 


إذا کان ل (ح )= » ل (ح, ل ح, )= فاوجد ل(ح,) في كل من الحالتين الآتيتن : 
rak 0‏ حادثان منفصلان 
چ چ ادان مسان 
o٤‏ 


آلقيت ١‏ قطع نقد منتظمة مرة واحدة. ما احتمال الحصول على صورة على كل من القطع الثلاث؟ 


مان ا صب دص ها هرا ضو هله جص عل املف ٣‏ مرات مقال: أو جد : 
() احتمال أن يصيب الشخص الهدف فى المرات الثلاث . 
[ب) احتمال أن يصيب الشخص الهدف فى آول مرتين ولا يصيبه فى المرة الثالثة . 


صندوق (آ ) فيه ٩‏ کرات حمراء» ٣‏ کرات ناء وصندوق (ب) فيه ٦‏ کرات بیضاء وکرتان حمراوان » 
E a O e‏ 


صندوق به ٠١‏ کرات حمراء» ٦‏ كرات سوداء» ٤‏ كرات بيضاء . سحبت ۳ كرات الواحدة وراء الأخرى مع الإرجاع . 


أو جد : 
(1) احتمال أن تكون الكرات الثلاث حمراء. 
[ب) احتمال أن تكون الكرة الأولى حمراء والثانية والثالئة سوداوين . 


O00 


تمارین عامة: 


إذا كانت نتائج ۸۰۰ طالب في امتحان عام موزعة توزیعا طبیعيا بوسط حسابي يساوي 1٩‏ وانحراف معپاري يساوي ٠١‏ . 
0 العلامة المعيارية لطالب علامته في الامتحان=٠۷؟‏ 
(ب) ما العلامة الخام لطالب علامته المعيارية ۲؟ 
(ج) ما عدد الانحرافات المعيارية التي تبعدها العلامة ٥٤‏ عن الوسط؟ 
(ه) ما العلامة التي تنحرف دون الوسط بمقدار ٠,١‏ انحراف معياري؟ 
(ه) إذا كانت علامة النجاح في الامتحان تساوي ٠٠‏ فما نسبة النجاح في الامتحان؟ وما عدد الطلبة الناجحين؟ 
(ى) إذا أعطي أحسن ٤‏ من الطلاب تقدير (ممتاز) فما أقل علامة يحصل عليها الطالب ليكون تقديره (ممتاز)؟ 
إذا اخر طالب عشراتا فما اعتمال أن بكرن ضمن أفقل 2١١‏ من المتدمين للامحان؟ 


إذا كان الوسط الحسابي للزمن الذي يحتاجه عمال أحد المصانع والبالغ عددهم ٠٠٠١‏ عامل لإنجاز عملية 
معينة هو ۷۵ دقيقة والانحراف المعياري هو ۵ دقائق وكان توزيع زمن انجاز العملية يتبع تقريبا التوزيع الطبيعي فأوجد: 
(أ) نسبة العمال الذين ينجزون العملية في أقل من ٠١‏ دقيقة 
OO O E.‏ ۵ دقيقة . 


إذا كان الموظفون العاملون في إحدى الكليات موزعين كما في الجدول الآتي : 


اا ا د د 
(أ) احتمال أن يكون الموظف انثى . 
(ب) احتمال آن یکون الموظف أنثی وأکادیمی . 
اال ا رد لمر ار عام اهم الاگرر. 


ا 1 1 ۳ 
gg OEE OT EE‏ 
ین آنح, » ح, حادثان ليسا منفصلین ولیسا مستقلین . 
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مراجعة المتباينات من الدرجة الأولى بمتغير وبمتغيرين 


تعلمت في صف سابق مفهوم المتباينة وحل المتباينة من الدرجة الأولى بمتغير واحد وبمتغيرين» كماتعلمت 
كيف تجد مجموعة الحل لنظام من المتباينات من الدرجة الأولى بمتغيرين» وفيما يأتي مراجعة لهذه المفاهيم 


وطرق الحل . 


المتباينة س-٠١‏ < س ٥+‏ هي متباينة من الدرجة الأولى وبمتغير واحد» ولحل هذه المتباينة أي لمعرفة قيم 
المتغير س التي تجعل المتباينة عبارة صحيحة» نقوم بالخطوات الاتية : 
® نجمع (-س) لكل من طرفي المتباينة فينتج : 


کت ١‏ +( س) = س 0( یں ) 


۱ 
© نضرب طرفي المتباينة في العدد > فينتج : 


۱ ۱ 
¥إں < X—‏ 
,م 


س < ۲ 

وهذايعني أن مجموعة الحل للمتباينة هي مجموعة جميع الأعداد الحقيقية التي يقل كل منهاعن " أو يساوي 
۳ ا هدوا عة عل خط الأعداد كمافے, الشكا : 

ويمكن تمثيل هذه المجموعة على فی الشکا 


E = i FF FY FTF FTF ©‏ 
لاحظ أن حل المتباينات يعتمد على الخصائص الأساسية الاتية : 
() إذا كانت آ< ب فإِن آ + ج < ب + ج . ج آی عدد حقيقی . 
إذا كانت آ< ب فإِن ا × ج < ب × ج »> ج عدد حقیقی مو جب . 
(ج) إذا كانت آ< ب فإن ا × ج > ب × ج »ج عدد حقيقى سالب . 


جميع الأزواج المرتبة (س » ص) التي تحقق المتباينة حيث س» ص عددان حقيقيان . لحل هذه المتباينة بيانيا 


نتبع الخطوات الاآنية : 
@ نرسم الخط المستقيم س + ص = ۲ في المستوى الديكارتي وذلك بتعيين نقطتين على الخط المستقيم 
تحققان المعادلة ونقطة ثالثة للتحقق كما فى الجدول: که 


@ الخط المستقیم س + ص = ۲ يقسم المستوى إلى 


I I 
IIIIII III ( ¢ '( هذه المنطقة نستخدم زقطة ما مثل نقطة الأصل‎ 


كنقطة اختبار فإذا عوضنا س = ٠‏ » ص = * في المتباينة فإننا نجد: ۰> آي ٠‏ >۲ وهذه عبارة خاطئة إذن 
النقطة ١ . ٠(‏ ) لا تنتمي لمنطقة الحل» آي أن مجموعة الحل تمثلها جميع النقاط التي في جهة الخط التي لا توجد فيها 
نقطة الأصل . لاحظ المنطقة المظللة (المنطقة فوق الخط) . من الأزواج المرتبة التي تنتمي لمجموعة الحل : 

AOE CE ETEVET E) 

ملاحظة : زسم الخط متقطعاً لأن نقاط الخط لا تنتمي لمجموعة حل المتباينة . 


۲ < الدیکارتیى مجموعه حل المتباينة س‎ E E 


المعادلة س - ل خط مه را ی مر الات 
ويبعد عنه وحدتين . مجموعة حل المتباينة س < ۲ تمثلها 
المنطقة المظللة في الشكل والواقعة إلى يسار الخط س = ۲ 
لاحظ آن المتباينة س ۲۶ تضع قيودأعلى س ولا تضع قيودا 
على ص . آي آن ص يمکن أن تکون آي عدد حقيقي ولذا فان 
مجموعة الحل تشمل النقاط ..»)۲١٠-( » )٠١١( ٠ )٠»٠(‏ 


...الخ. _ 
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ثالثا: حل نظام من المتباينات من الدرحة الأولى وبمتغيرين 


لإيجاد مجموعة الحل لنظام من المتباينات (متباينتين أو أكثر)ء نمثل بيانياً مجموعة الحل لكل متباينة على 
انفراد باستخدام نظام الاحداثبات نفسه ثم نجد منطقة التقاطع بين مجموعات الحل كما هو موضح في المثال التالي : 
مثال؛ مثل بيانياً مجموعة الحل لنظام المتباينات : 
۲س + ص < ۳ 
س + ص < ۱ 
ص > ۰ 


۷| امل: 
تمل كل مايه برسم الط المي المر افق رظلل اليطة المطلرة بعد اعدا اة اهار ما 
الكل الال يمل مجمرفات الح للهابات الكلات. 
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المنطقة التي تمثل مجموعة حل النظام هي تقاطع مجموعات الحل الثلاث . أي المنطقة المظلاة 
ببخطوط أفقية ورأسية ومائلة. 


الشكل المجاور يوضح منطقة الحل للنظام . 
ويمكن التحقق من صحة الحل باختيار نقطة 
في منطقة التقاطع المشتركة واثبات أن هذه النقطة 
تحقق كلا من المتباينات الثلاث. 
فغ الط( ٠‏ )تحن السا 
الأولى وهي ۲س + ص <۳ 
EX OS‏ 


4 مھ 


وتحقق المتباينة الثانية وهي س + ص ١<‏ 
لأن: ١+ )١-(‏ = صفر < ١‏ 
وتحقق المتباينة الثالثة وهى ص > ٠‏ لأن: ٠ >١‏ 


إذن فالنقطة )٠١ ١-(‏ تنتمي لمجوعة حل النظام. . 


oS 11‏ 
تمارین ومسائل (۱-۳) 


حل المتباينة : (٦‏ س - )١‏ < ۲س + ۲ »ومثل مجموعة الحل على خط الأعداد. 


کل اا فی المسری الدیکاری مجمرعة حل كل من المجاات ااا 
(1)س> ۲ 
0 


+ فنا 


مثل بيانياً مجموعة الحل لنظام المتباينات الآتي وأجب على الأسغلة التي ثليه : 
ص - س < ١‏ 
ص + س > ۱١‏ 
©) هل النقطة ( )١ » ٠‏ تنتمي لمجموعة حل النظام؟ 
(© هل النقطة ( )١ » ٠‏ تنتمي لمجموعة حل النظام؟ 
(ج) من الرسم جد ثلاث نقاط تقع ضمن منطقة الحل . 


١ 


مثل بيانياً مجموعة الحل لنظام المتباينات الآتي : 


اش 


: جد مجموعة الحل لنظام المتباينات‎ SEE 


ص - س < ١‏ 
ص + س < ۲ 
ص ک ` 


سک ۰ 


ممثلة بالمنطقة المظللة (المثلثية) في الشكل المجاور . 


نشاط إضافي: 


1۲ 


اکپ اما من آرم ا ات کر ن یر حل 
بالمنطقة المظللة (المستطيلة) فى الشكل المجاور. 


2 


رڪ 


تطبيقات عملية - البرمجة الخطية Linear Progra 11۸g‏ 


يحتاج مهندسو الإنتاج ومتخذو القرار في المصانع وإدارة الأعمال إلى جعل كلفة الإنتاج أقل ما يمكن أو جعل 
الربح أكبر ما يمكن . إن إحدى الطرق لمعالجة هذا النوع من المسائل التي تتعلق بالقيم الكبرى أو الصغرى ما يسمى 
بالبرمجة الخطية حيث يكون للمتباينات من الدرجة الأولى آي الخطية الدور الهم في الحل» وفيما يلي بعض الأمثلة 
البسيطة على هذا النوع من التطبيقات . 
مثال(١):‏ هناك ٤ e‏ ثمن القلم من النوع الأول ٦‏ دنانير ومن النوع الثاني E ٠١‏ فإذا 
او اا فد 
الإمكانيات المختلفة لشراء أقلام من النوعين . 
کم قلما يشتري سمیر من کل نوع حتى يصبح معه أكبر عدد ممكن من الأقلام؟ 
آ۷ ]امل: 
بالرغم من أن حل هذه المسالة بسيط جداأ ولا تحتاج لتكوين متباينات وحلها إلا أن بساطة المسالة تجعلها 
مناسبة لنقطة بداية للببحث في حل أنواع أكثر تعقيدا من المسائل واستخدام مبادىء البرمجة الخطية لايجاد 
القيم الكبرى أو الصغرى . 
أ) نبدأ بترتيب المعلومات المعطاة في جدول ونفرض أن عدد الأقلام التي يجب شراؤها هي س من 
النوع الأول »> ص من النوع الثاني . 


1 


ما هي الشروط المفروضة على عملية شراء الأقلام؟ 

الشرط الأول : مجموع أثمان الأقلام المشتراة أقل من أو يساوي ۲٤‏ دينارأء آي ان : 
٦س‏ + ۱۲ص ۲٤<‏ 

الشرط الثاني : عدد الأقلام هو عدد طبيعي . أي أن : 
س وط وكذلك ص دط 

يمثل الشكل المجاور مجموعة كل النقاط (س»ص) 
التي تحقق الشروط المفروضة وهي النقاط البارزة 


ê 


1٤ 


وعددها ٩‏ نقاط في المنطقة المثلثية (م أب). 

فمفلا القطة )١١ ١(‏ تمشل شراء قلم واحد من النوع الأول وقلم واحد من النوع الثاني ومجموع ثمنيهما 
يساوي 1×۱ + ۱۲×۱ = ۱۸ دیناراً. 

2) لإيجاد قيمة س » ص ضمن منطقة الحل والتي تجعل المقدار(س + ص) أكبر ما يمكن› 

إمكانيات الحل السابقة» ويبين الجدول الآتي جميع الإمكانيات وقيمة المقدار (س + ص) المناظرة لكل منها : 


)۲۰۰( )۱۲( E )۱۰۰١( )*٤( )(*۳( )*۲( )*١( )*۰( 
SS 


من الجدول نلاحظ أن أكبر قيمة للمقدار (س+ص) هى ٤‏ المناظرة لقيمة س = ٤‏ »> ص = ٠‏ 
أي أن أكبر عدد من الأقلام يمكن شراؤه هو ٤‏ أقلام وجميعها من النوع الأول . 
E‏ 
المتطرفة فى منطقة الحل . 
النقط المتطرفة هي : م (* » )١‏ حيث س + ص = ٠‏ 
أ 0ک ص E‏ 
IIIIII Ill 1|‏ 
NESE‏ 


SEE ا‎ 
EENESETESES TEE 


ب )۰١ ۰٤(‏ حیث س + ص ٤=‏ ج 


وبوجه عام يكفي للبحث عن القيم العظمى أو الصغرى لمقدار ما أن نبحث في قيمة المقدار عند النقط 
المتطرفة في منطقة الحل (آي عند رؤوس المنطقة المضلعة التي تمثل منطقة الحل). 
وكما ذكر سابقاً» يمكن حل المسالة ببساطة فشراء النوع الأرخص من الأقلام يعطينا الفرصة لشراء أكبر 
عدد منهاء وحيث أن المتوفر هو ٤‏ ۲دينارا فيمكننا شراء ٤‏ أقلام من النوع الأول (الأرخص) والذي سعره 
١‏ دنانير للقلم الواحد. 3 


مثال(۲) في مصنع سيارات خطا إنتاج : ينتج الخط الأول ٤‏ شاحنات و١٠‏ جرّافات في اليوم الواحد بكلفة 
انتاج مقدارها ٠٠١٠٠٠٠١‏ دينار» وينتج الخط الثاني ۸شاحنات وه جرّافات في اليوم الواحد 
بكلفة انتاج مقدارها ١٠٠٠٠٠٠١دينار‏ . فإذا استلم المصنع طلبا لتوريد ۲۸ شاحنة و٥ ٥‏ جرافة 
فكم يوم يلزم تشغيل كل من الخطين لتلبية الطلب بأقل كلفة ممكنة؟ 


نفرض أن عدد الأيام اللازمة لتشغيل الخطين الأول والثاني هماس » ص يوما على الترتيب 
ينتج الخط الأول في س يوما: ٤س‏ شاحنة و ١٠٠س‏ جرافة. 
وينتج الخط الثاني في ص يوماً: ۸ص شاحنة و ٠ص‏ جرافة. 


نرتب المعلومات في الجدول الآتي : 
1 | ° 


ما هي الشروط على المتغيرين س » ص؟ 
الشرط الأول : نلاحظ أن عدد الشاحنات المنتجة لتلبية الطلب یجب أن تکون ۲۸ أو أكثر (فلا ضرر من 


وجود بعض الزيادة) . آي آن: ٤س‏ + ۸ص > ۲۸ 

الشرط الثاني : نلاحظ أن عدد الجرافات المنتجة لتلبية الطلب يجب أن يساوي ٠١‏ أو يزيد عنها. 
آي آن : ١٠۱س‏ + ٥ص‏ > ٥ه‏ 

الشرط الثالث: لا يمكن أن يكون عدد الأيام سالباً. أي أن س > ٠‏ وكذلك ص > ٠‏ 
وبهذا نحصل على نظام المتباينات الآتي : 

٤س‏ + ۸ص ک ۲۸ 

۹س + ۵ص ک ٥۵‏ 

س > ۰ 

ص > ۰ 

أما كلفة الانتاج عند تشغيل الخط الأول س يوما فهي : ٠٤٠٠٠٠١‏ س ديناراً. 
كما أن كلفة الانتاج عند تشغيل الخط الثاني ص يوما فهي: ٠٠٠٠٠٠١‏ ص ديناراً. 


وتؤول المسالة إلى جعل المقدار ا ٠٠٠٠٠٤٠س‏ + ١٠٠٠٠٠١‏ ص والذي يسمى (اقتران الهدف) 
E‏ 
المتباینة ٤س‏ + ۸ص > ۲۸ یمکن کتابتھا: س + ۲ص > ۷ (بقسمة كل حد على٤)‏ . 
آما المتباينة ١۰٠س‏ + ٥ص‏ > ٥١‏ فیمکن کتابتها: ۲س + ص > ١١‏ (بقسمة كل حدعلىه٥).‏ 
وتمثل المنطقة المظللة في الشكل أدناه مجموعة الحل لنظام المتباينات . 
ونحتاج إلى دراسة الاقتران الهدف (١٠٠٠٠٤٠س‏ + ١٠١٠٠٠٠٠١‏ ص) عند ثلاث نقاط متطرفة 
من مجموعة الحل وأقل قيمة للاقتران تحدد قيمتي س » ص . النقاط المتطرفة هي : 
آ(۷» ۰) » ب(0» ۱) »ج (۱۱)۰۰۹) 
والجدول التالي يلخص قيم اقتران الهدف عند هذه النقاط . 


N EE EET ومن الجدول نجد أن أقل‎ 
NE o yy E 
E 
ST Ea 
EM ll ۰ 
MAN ايام و يعمل‎ ٥ الأول‎ 
1| r. اللات ا‎ 
1| r. ي پوما و‎ 
SHAME. 
.ا‎ 
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مثال (۲) مصنع للمشروبات الخفيفة له فرعان للإنتاج» وينتج كل فرع ثلاثة أنواع من المشروبات وهي 
شراب الليمون» وشراب البرتقال» وشراب التوت . وينتج الفرع الأول ٦‏ طن من شراب 
الليمون» ١‏ طن من شراب البرتقال» ٤‏ طن من شراب التوت في اليوم الواحد» وكلفة تشغيل هذا 
الخط هي ۸٠١‏ دينار في اليوم الواحد. كما ينتج الفرع الثاني طن من شراب الليمون » ٠١‏ طن 
من شراب البرتقال » ٤‏ طن من شراب التوت» وكلفة تشغيل الفرع الثاني هي ٠٠٠١‏ دينار في 
الب اراح 0 امل المصعم طلا ررد ا طا ن قراب الر ةه طا من قراب 
البرتقال» ٠١‏ طنا من شراب التوت» فكم يوما يُشعّل كل فرع لتلبية الطلب وبحيث تكون 

e ENE الا‎ 


› نفرض أن عدد الأيام اللازمة لتشغيل المصنع لتلبية الطلب هي س يوما من العمل في الفرع الأول‎ )١( 
. ص يوما من العمل في الفرع الثاني‎ 


(۲) نعبر عن قيود المسالة بنظام من المتباينات : 

"س + ۲ص > ۱۲ (لماذا؟) 

۵س + ١۱ص‏ > ۳۰ (لماذا؟) 

م اض چ رلاد ص 
س > ۰ لأن عدد الأيام لا يكون سالبا 
ص > ۰ لأن عدد الأيام لا يكون سالبا 


( ف الات بان (اط 
الرسم المجاور)» وتكون المنطقة 
SER‏ 


1۷ 


1۸ 


(6) نحدد اقتران الهدف الذي يمثل كلفة التشغيل لتلبية الطلب وهو المقدار: e O RTD‏ 
)١(‏ نحدد من الرسم النقاط المتطرفة وهي :(1 › .)١٠١(»)۳ ١١٠(۰ )١ ٠ ۳( › ) ٩١‏ 

(وللتحقق يمكن أيضا تحديد كل نقطة من هذه النقاط جبريا بحل معادلتي الخطين المستقيمين الذين يتقطعان 
في تلك النقطة) . 

(0) نحسب قيمة اقتران الهدف عند كل نقطة من هذه النقاط وهي كما يلخصها الجدول الاآتي : 


1 


J USN Ip SOOT 


O E CG E 
Mi ومعنى ذلك أننا نشغل الفرع الأول ۳ آيام ونشغل الفرع الثاني يوم واحدا.‎ ١ حیث س = ۲ ْ ص=‎ 


تمارین ومسائل (۲-۳) 

المنطقة المظللة في الشكل المجاورتمثل مجموعة 
حل النظام : 
سک ۰ 
ص ک ` 
س + ۲ص < ٠١‏ 
کن ج 2 

أو جد القيمة العظمى والصغرى للمقدار( اقتران الهدف) 


ا 
ا 
EE‏ 
mE‏ 
EBI‏ 
IB‏ 
I‏ 
¥ 
` 
` 
EE‏ 
SE‏ 


س + ص > ٥‏ 


ص 
جد النقط المتطرفة ومن ثم حدد متى يكون اقتران الهدف ٤س‏ + ٥٠ص‏ ضمن هذا النظام أقل ما يمكن . 


a E E 


شس اص <+ 


في مصنع خطان لإنتاج البسكوت وكل منهما ينتج ثلاثة أنواع من البسکوت أ » ب » ج وينتج الخط 
الأول يوميا طن من النوع أ» طن واحد من النوع ب » ۲طن من النوع ج بكلفة إجمالية قدرها 
٠‏ دينار . وينتج الخط الثاني يوميا ۲ طن من النوع أ ٤‏ طن من النوع ب» و ٥طن‏ من النوع ج بكلفة 
إجمالية ٤٠١‏ دینار . تلقی المصنع طلبا مقداره ۲٢‏ طنا من النوع الأول» ۲۱ طنا من النوع ب و ۳۲ طنا 
من النوع ج. 
كم يوما يعمل كل خط انتاج لتلبية الطلب باقل كلفة ممكنة» وما هي الكلفة الدنيا؟ 


ينتح مصنع نوعين من دراجات الأطفال أ » ب . وي المصم ربجا فى افرع أ مقداره ١,١‏ دینار 
لالذراجة الواحدة» وف النوع ب ربجا مقدارء ١دينارللذراجة‏ الواحدةء حذد المصتم القبود التالة 
على الإنتاج والتي اكتسبها من خبراته السابقة: 
أولا: مجموع الإنتاج الكلي يجب أن لا يزيد عن ٠٠٠١‏ دراجة شهريا. 
ثانيا : الطلب على النوع ب هو في حده الأقصى نصف الطلب على النوع أ. 
الغا : مستوى الإنتاج للنوع أ يمكن أن يزيد عن ثلاثة أضعاف مستوى الاإنتاج من النوع ب بحد أقصى 
مقداره ٠٠ ٩‏ دراجة . 


كم دراجة ينتج المصنع من كل من النوعين في الشهر الواحد حتى يكون ربحه أكبر مايمكن؟ 


1۹ 


Annuities لفت‎ 


تمهيد: أصبحت المعاملات المالية والتجارية في هذا العصر أكثر تعقيدا مما كانت عليه في أي وقت مضى . 
وتجرى كثير من عمليات شراء الأسهم وبيعها في الأسواق الدولية الكترونيا عن طريق الانترنت» كما يتابع كثير من 
المهتمين والمستثمرين أسعار الأسهم والعملات والمعادن النفيسة والسلع الأخرى من خلال النشرات الاقتصادية 
ووسائل الإتصال الإلكترونية حتى يتخذوا القرارات الملائمة بشان إدارة تجارتهم وأعمالهم . 

وجاء مع هذاالتطور الكبير تنوع هائل في الخدمات التجارية وزيادة متسارعة في أعداد مقدمي هذه الخدمات . 
ويحتاج المواطن العادي إلى ثقافة مالية مناسبة حتى يستطيع المفاضلة بين التعامل مع بنك أو آخر أو التعامل مع 
ER OT ET‏ 

فقد يحتاج المواطن إلى اقتراض مبلغ من المال لبناء بيت أو لتأسيس مشروع تجاري أو دعم وتوسيع مشروع 
قائم » وتساعد معرفة المواطن في النحسابات المالية في تحسين قدرته على مشار كة موظف البنك في فهم الحسابات 
الخاصة به ومراجعتها ومتابعتها وفي اتخاذ القرارات وتحمل نتائج اختياره . فقد يكلفه الاقتراض دفع مبالغ تزيد 
کثیر ا عما اقترضه . 

من المعاملات المالية الشائعة مايسمى بالدفعات وهي مبالغ متساوية يوفرها شخص مثلا ويودعها في البنك في 
فترات زمنية متساوية ليحصل على جملتهاء أو مبالغ متساوية تدفع في فترات زمنية متساوية لسداد قرض مثلا. 


ومن المبادىء المهمة في الحسابات المالية نقصان قيمة النقود في المستقبل » فقيمة المبلغ ٠٠١‏ دينار سنة 
٠‏ تقل عن قيمتها سنة ۲٠٠١‏ بمعنى أن القدرة الشرائية للنقود تصبح آقل في المستقبل . وتدفع البنوك فائدة 
بنكية تساعد فى التعويض عن نقص قيمة الأموال أو عن نقص القدرة الشرائية للنقود. 


القيمة الحالية (عمuا۷a‏ ntمsمPr(‏ والقيمة اlستتبlية (Future Value)‏ 
غ من النقود (دفعة واحدة): 


مثال (۱): إذا وضع مبلغ ٠٠١‏ دينار في بنك بسعر الفائدة المركبة /.٥‏ في السنة لمدة ٤‏ سنوات فإن 
جملة المبلغ بعد > سنوات تسمى القيمة المستقبلية للمبلغ ١٠٠دينار»‏ وهذه الجملة هى : 


e 
(0,0 +1( ۹۰۹ = 
× = 1.05 باستخدام الحاسبة : المفتاح × حيث:‎ )۱,۰0( ۰۰ = 
y= 4 ,1100 X1۹۹ = 
ادنار (راجع ملحق استخدام الآلة الحاسبة العلميةنهاية الكتاب)‎ 0= 


أي أن القيمة المستقبلية لمبلغ ٠٠١‏ دينار (حسب الشروط السابقة) هي ١١٠,٥٠١‏ دينار . 
ويسمى مبلغ ٠٠١‏ دينار قيمة حالية للمبلغ ٠١٠,٠١‏ دينار (أي للقيمة المستقبلية). ml‏ 


مثال (۲): وضع شخص مبلغا من المال في بنك بسعر الربح المركب ۳ في السنة لمدة ۸سنوات. 
وقد آخبره موظف البنك أن المبلغ الذي سيقبضه بعد نهاية الفترة هو ۲٠۳۳,٥٤‏ دينار . 
E‏ 


آ۷ ]امل: 


E Je = o, 0€ 


E 


6‰ => م(۷۷٦١۲,١)‏ (باستخدام الحاسبة العلمية) 


OE“ 


eins 
TTIW 


أنواع الدفعات المتكررة: 
هناك أنواع من الدفعات المتكررة» ولکننا سنهتم بالتمییز بين نوعين منها هما : 
© الدفعات العادية وتسمى أ حولıات‏ دة (Ordinary Annuities)‏ 
ويكون الدفع في هذا النوع في نهاية كل فترة زمنية كما هو موضح في الشكل الآتي : 


الدفعة الأولى الدفعة الثانية ooo RRR‏ ا 


خط الاق 
البداية 


0 ا وتسمی اا حولیات nقدla (Annuities Due)‏ 
وفي هذا النوع يتم الدفع في بداية الفترة الزمنية» كما هو موضح في الشكل الآتي : 
الدفعة الأولى الدفعة الثانية الدفعة الثالثة . . .... الدفعةالأآخيرة 


۶ ۰ اڵ + 
والدفعات العادية هى الاكثر شيوعا وهی ما ھا وسرت اا النوع الآخر. لنهاية 


القيمة المستقبلية والقيمة الحالية للدفعات العادية: 

هناك نوعان من القيم ترتبط بالدفعات وهي : 

/) القيمة المستقبلية للدفعات والتي تحسب بإيجاد جملة كل دفعة ومن ثم مجموع هذه الجمل . فإذا وفر شخص 
٠‏ دينار في بنك كل سنة لمدة ١‏ سنوات فإن جملة آمواله بعد ٥‏ سنوات تسمى القيمة المستقبلية . 

© القيمة الحالية للدفعات والتي تمثل قيمة الدفعات عند بداية العملية . فإذا اقترض شخص مبلغا من المال 
من بنك واتفق مع البنك على سداد القرض على١٠‏ اقساط سنوية قيمة كل قسط ۸۰۰ ديتار» فإن 
قيمة القرض الذي استلمه في البداية تعتبر قيمة حالية لجميع الدفعات والتي عددها ٠١‏ . 


۷1 


مثال (۳): يوفر خالد ٠٠١‏ دينار في نهاية كل سنة ويضعها في بنك بسعر الربح المركب /.٦‏ في السنة 


O Dl TCS o, 


التوفيرات أو الدفعات هي دفعات عادية . والدفعة الأخيرة لا تربح لأنها تودع عند نهاية المدة. 
جملة الدفعة الأخيرة (الرابعة) = ٠٠١‏ دينار. 
وجملة الدفعة قبل الأخيرة ( الثالثة) = ٠١١ = )١,۰١( ٠٠١‏ دنانير. 
وجملة الدفعة الثانية ۱۰۰2 ١٠۲,۳١ = )۱,۰١(‏ دينار. 
جملة الدفعه الآولی= ۱۰۰ )۱,۰٦(‏ = ۹,۱۰٠١دينار.‏ 
٤۳۷,٤١ = ۱۱۹,۱۰ + ۳7 +1۰01 + ۰0 =‏ دیتار. 


بداية السنة الأولى الدفعة الأولى الدفعة الثانية الدفعة الثالثة الدفعة الرابعة 
# ۱ % ۱ 


٠ ۰ ٠۰ 
۹٩ = )1,۹ 1(۹ 


1۳31 = (°1) 1° 


۱۱۹,1۰ = (۱,۹(۰ 
EPV,ET المجموع‎ 

بوجه عام : القيمة المستقبلية لدفعات عادية عددها ن » وقيمة كل منها م دينارا بسعر الفائدة الم ركبة ع/ 

في السنة تحسب كما يأتي : 

القيمة المستقبلية للدفعة الأخيرة = م 

القيمة المستقبلية للدفعه قبل الأخيرة = ٠(۴‏ +ع) 


القيمة المستقبلية للدفعة الثانية = ۱(٠‏ + ع)أ" 

القيمة المستقبلية للدفعة الأولى = ۱(٥‏ + ع)*' 

القيمة المستقبلية لجميع الدفعات = م + 1(۴+ع) + ... + م( +ع) + م( + )ا 

وهذه متسلسلة هندسية حدها الأول م و أساسها ١(‏ + ع) وعدد حدودها ن ويكون المجموع كما يأتي : 
(z+ Fe‏ =[ 

ڪڪ 


س 


VY 


[I (0\0 11° 
| 


وإذا استخدمت هذه القاعدة فی حل مثال (۳) نجد آن ج = 


(\- 1,۲1۲ 0( ۹ 
“۹ 1 


چ - 


ج = ٤۳۷,۵‏ دینار› آي e‏ 
الجواب السابق . 


E Aa Oa 


واتفقت مع البنك على سداد القرض على ١‏ أقساط سنوية متساوية قيمة كل قسط ٠٠٠١‏ دينار . 


ما قيمة القرض؟ 
آ۷ |امل: 
قيمة القرض هي القيمة الحالية لجميع الأقساط : 
القيمة الحالية للقسط الأول × ۸١,١٠د١١٠٠٠‏ 


س القيمة الحالية للقسط الأول - ——= ٩۲٥,۹۳‏ دینار 
۰ 
ا ا ا ر ا ا 
۰ ۱ 
لاقط الاق ا د ۷۹,۸ دنا للقسط ال ارمع = _— = ۷٣۵, ٢‏ ورا 
: (1,۰۸)' راع (۱,۰۸()“ کک 
٩ ۰۰‏ 
للقسط الخامہ = _—== ۸۰,0۸ دیا 
)0,۸ 5 


القيمة الحالية لجميع الأقساط (قيمة القرض) = مجموع القيمة الحالية لكل منها 
TA*,OAN + VY 0,۹ + VAT,AYT + AOV,T € + 10,۹ =‏ 


> ۷۱ دياز 


V۳ 


۰ 0۰ 0۰ 0 ۰۰ 


e 0‏ ا E E‏ ا 
8T‏ ج 7 الول الثاني الثالث الرابع الخامس 
0۰ 
AVE‏ 
O‏ 
0۰ 
VATA =‏ 
OA‏ 
0۰ 
roj =‏ 
)1,۰۸( 
0 
Ano =‏ 
)1,۰۸( 
TAV‏ 
وبوجه عام : 


القيمة الحالية لدفعات متساوية قيمة كل منها م دينارا لفترات عددها ن بسعر الفائدة المركبة السنوية ع هي : 
٣‏ 


ل م ® ® oe‏ ا 


E ۱( e ۱) +ع(‎ ۱) 


القيمة الحالية - 


وله د ا ورا لها اول ت » وعدد حدودهان 


أسا 
e E‏ 


EE Jf 
a 


فیکون مجموعها = 


را5 امامت هاه القاعاة فی حل مال( ) جد 


القهة الا 


V٤ 


1۰۰[ ت( 1,۰۸( °[ 
۹,۹۸ 
X ٠۹۰۰‏ |۱ = 1 ۸۹ر ٤ mm‏ 
ا = ۳۹۹۲,۰ دنار » آي آنه يساوي تقريبا الجواب السابق 
۹,۹۸ 


مثال (۵): اقترض تاجر مبلغ ٥٠٠٠۰‏ دينار» واتفق مع البنك على أن يتم السداد على ٠١‏ دفعات (أقساط) 


NN oN TEN a E 


= 
او ا 


[° D-1 


= Onno 


[VT] = 0۹۹ 


Ooo 


م = = 1V4,‏ > آي آن قيمة کل قسط تساوي ٩۷۹۳,٤‏ دینار . 


نلاحظ آنه مقابل ٥٠٠٠٠١‏ دينار (قيمة القرض) فإن هذا التاجر سوف یدفع 1۷۹۳٤ = ٠١ × 1۷۹۳,٤‏ دينار 
ساد الك _ 


مال (7): اتر اطم ۲٤١١‏ دياز من البنك غل أن تسلد القر ضس غل دفعات شهرية مسارية 
خلال سنة من تاريخ الاقتراض› ادا گان هدا البنك بسب الفائدة بسعر ۸١‏ في السنة 
O O‏ 
e‏ 
سعر الفائدة فى الشهر = 7 = ۹۹0 »> عددالاشهر (الفترات) = ١١‏ 


ES N 


القمة الحالة = 
8 8 
[Oo (= 1۴‏ 
¥ = ج > 
0 
د 


» 0» 
0 


“OX T° 


El ااا‎ 


۷٦ 


استخدام الجداول لايجاد القيمة المستقبلية للدفعات 


تحسب القيمة المستقبلية للدفعات العادية من القاعدة الاآتية : 
[YY (E+ WF‏ 
E E‏ 
ولتسهيل الحسابات الخاصة بالقيمة المستقبلية آنشئت جداول تعطي القيمة المستقبلية لدفعات كل منها 
تساوي وحدة نقود واحدة أي دينارا واحداً مثلاً بسعر ع ولفترات عددها ن لقيم مختلفة للمتغير ع والمتغير 
0 اط لاغ : 


0 


ف مسته 


[-+€) ° -ا] (۱+€)°- 
ق مستقلة ا د 
ی @ 
ولايجاد القيمة المستقبلية لمبلغ م نضرب هذا المبلغ بالقيمة المستقبلية للدفعات التي كل منها وحدة واحدة 


القيمة المستقبلية لدفعحات كل منها وحدة نقود 


ويبين الجدول آن القيمة المستقبلية لدفعات عددها ١‏ بسعر فائدة مقداره /.٦‏ وقيمة كل منها دينار واحد هى 
۷ءء دينار . فإذا أردنا ايجاد القيمة المستقبلية لدفعات متساوية كل منها ٠٠١‏ دينار بنفس السعر »)/.٦(‏ 
ولنفس الفترة الزمنية (٥فترات)»‏ فإن هذه القيمة تساوي ٥,1۳۷۱۸ ٠۰۰‏ آي ۳۳۸۲,۲۹١‏ دينار . 

تمرین (۱): 

من الجدول في نهاية الكتاب› جد القيمة المستقبلية لدفعات متساوية عددها ٠١‏ وقيمة كل منها ٤٠ ١‏ دينار 


ورمائدة مر كبة مقدارها ۸/ . 


تمرین (۲): 


باستخدام الجداول› جد جملة توفيرات سنوية متساوية قيمة كل منها ۸٠١‏ دينار بسعر الفائدة /.٥‏ لمدة 


نوات 


استخدام الجداول لايجاد القيمة الحالية للدفعات 


تحسب القيمة الحالية للدفعات من المعادلة : 
ECE —‏ 
و ن 

€ 


ولتسهيل الحسابات الخاصة بالقيمة الحالية آنشئت جداول تعطي القيمة الحالية لدفعات متساوية وقيمة كل 

منها وحدة نقود وأاحدة وبسعر ع ولفترات عددها 0 وفق القاعدة: 
TCE‏ 

ي 
ولايجاد القيمة الحالية لمبلغ م نضرب هذا المبلغ بالقيمة الحالية للدفعات التي كل منها وحدة نقود واحدة. 
INS‏ 
وفيما يأتي مقطع من الجدول الخاص بالقيمة الحالية (الجدول الكامل موجود في ملحق رقم (۲) في 
نهاية الكتاب) . 


V7 


اله الخال لكات كل مها وة قود 


سعر الفائدة 


AEE 
a 


Re) 


a AE 


E 


N N RT NT TTC 


TyA‘IIVÎ V, 1°VA | V, Eo | VAT 


ويبين الجدول أن القيمة الحالية لدفعات متساوية مقدار كل منها ١‏ دينار وعددها ۹ بسعر ۵./ في السنة مثلا 


هی ۷,۱۰۷۸ دینار . فإذا كان المبلغ ٠٠٠١‏ دينار (قيمة كل دفعة ٠٠٠١‏ دينار) فإننا نضرب المعامل ۷,٠٠١۸‏ 
بالمبلغ لنجد القيمة الحالية للدفعات التي قيمة كل منها ٠٠٠٠١‏ دينار . 
ال الال ا 0 2 a‏ 


تمرین (۱): 


باستخدام الجداول جد القيمة الحالية لعشر دفعات متساوية كل منها * ۸٠‏ ديناربسعر الفائدة /.٦‏ في السنة. 


اقترض تاجر مبلغاً من المال واتفق مع البنك على سداد القرض على ثمانية أقساط سنوية متساوية قيمة كل 
قسط منها ٠٠١٠٠١١‏ دينار وبسعر الفائدة المركبة ۸ في السنة . ما قيمة القرض؟ 
(استخدم الجداول في الحل). 


V۸ 


asso mo mom | 
)۴-۳( تمارین ومسائل‎ 


يوفر أحمد ٠٠٠١‏ دينار كل سنة ويضعها في بنك بسعر الربح المركب /.٤‏ في السنة ويضاف الربح سنويا. 


ما جملة توفیرات أحمد بعد ٠١‏ سنوات؟ 


اقترضت هند ٠۰۰۰۰‏ دینار لاستخدامها فى بناء بيت » فإذا كانت شر كة العقارات المقرضة تحسب 
الفائدة السنوية ۹./ فى السنة وتضاف كل سنة» واتفقت مع هند على سداد القرض على دفعات سنوية 
ارا عل فر عکرین غاا نما دار کل دق م 


اار٠ ٠‏ ادر ورا ماعلل وات م ي مدا اتم ا الق ا 
SS O N NS‏ 


تريد سعاد اقتراض ١٠٠٠۲دينار‏ من بنك سعر الفائدة المركبة ۸/ في السنة وتضاف شهرياء» كما ترغب 
في سداد المبلغ خلال سنتين من تاريخ الاقتراض وعلى دفعات شهرية متساوية . فما قيمة كل دفعة شهرية؟ 

ا ما القيمة المستقبلية لدفع شهرية متساوية عددها ٠١‏ وقيمة كل منها ٠٠١‏ دينار إذا كان سعر الفائدة السنوية 
المركبة /.٥‏ في السنة وتضاف كل شهر؟ 


۷۹ 


)١- 0(۲= أكتب الحدود الخمسة الأولى من المتتالية: ج <۳ » ح‎ mH 


ما مجموع مضاعفات العدد ۷ والتي تقل عن ١٠٠٠؟‏ . 


O ا ا‎ E 


ِ0 
| ف النمط ن ثلاثو ن ر 


(ب) جد عدد جميع الكرات التي استخدمت في تكوين جميع الصفوف . 
(ج) بين أن عدد الكرات في أول ن صفاهون". 


انساب الماء من صنبور في حوض بمقدار ٠١‏ لتر في الساعة الأولى ثم أخذ يتزايد معدل الانسياب بمقدار 
لتر في كل ساعة تالية . إذا كانت سعة الحوض ٠١‏ لترأ فما الزمن الذي لزم لامتلاء الحوض؟ 
Bm‏ حل كلا من المتباينتين الآتيتين فى ح ومثل مجموعة الحل على خط الأعداد: 
(1) ۲س + ۱< س- ۲ 


۷ <٥ + س٤‎ < - (ب)‎ 


١ + حل بیانیا النظام : | ص < ۲س‎ BEE 


س + ص < ۱١‏ 
سک ۰° 


٥ < ص‎ < ١ 


ثم أوجد القيمة العظمى والصغرى للمقدار ٣۳س‏ + ٥ص‏ | ضمن هذه الشروط . 


بخاط مزارع نوعين من الغذاء لماشيته : aS‏ 
DA E‏ ار 


يخلطها المزارع لتكون التكاليف أقل ما يمكن وبحيث يحوي الخليط الناتج على الأقل ٠١‏ وحدة من 
العنصر أ« 1 وحدة من ب» ٤‏ وحدة من ج؟ 


us N O O E 


مرور * میلو ات 
أوجد القيمة الحالية لحولية عادية قيمتها ٠٠١‏ دينار ربع سلوية على مدار ١‏ سنوات بفائدة مركبة ٦‏ سنويا. 


وجد أن ٠,٤‏ من المراجعين في عيادة طبية يشکون من ارتفاع ضغط الدم» وآن ۲ , ٠‏ من المراجعين يشكون 


تمارين إضافية 


٣ن‏ 
متتالية مجموع ن من حدودها يعطى بالقاعدة: ح = س-(۷-ن) لجميع قيم ن الطبيعية . 
أثبت أن المتتالية حسابية ثم أوجدح . 


يدرس مساق علم الاجتماع في إحدى الجامعات الفلسطينية ٤١‏ طالبا وطالبة منهم ٠١‏ من كلية العلوم» 
١‏ من كلية العلوم الإدارية والباقي من كلية الآداب . من خلال السجلات السابقة في الجامعة تبين أن 
نسبة النجاح في هذا المساق بين طلبة العلوم هي ۸٠‏ وبين طلبة العلوم الإأدارية هي ۷١‏ › وين 
طلبة الآداب هي 4٠‏ . اختير احد الطلبة الذين يدرسون هذا المساق عشواثياً > فما هو احتمال آن 


المنطقة المظللة في الشكل المجاور 


EE 
0 : تمثل مجموعة حل النظام‎ 
WEE ا‎ 

اس + ص ک1 کک a‏ 

س + اص E‏ 
ا 4 
TT N‏ “ا 
أاوجد القيمة العظمى والصغرى للمقدار ( اقتران الهدف) SOD. AOE‏ 
WEI | | a‏ | | | || 
SEBSEEEHE SESS‏ 


ملحق (۱): الملساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري بين صفر »ع 


ملحق :)١(‏ القيمة المستقبلية لدفعات مقدار كل منها الو حدة 


۰ ا 


ma a n n n n r n E اترات‎ 


e | a | oat eave |e [erer ew ern are ewle 
own [ner Lenn un [wir [nca [orm necwer cnr 
GRA SI ES ET AA A EASA 


القيمة الحالية = مبلغ الدفعة (قسط التوفير مثلا) × المعامل من الجحدول 


AY 


ل 
الفتر 


د 


ات 


ےک 


۱ 


١ 
۳ 
٤ 


E 
۷ 
۸ 
۹ 
۲ ۰ 


ملحق (۲): القيمة الحالية لدفعات كل منها الوحدة 


VAT | 1۸° 401 | 1,۹۷ 
YyovVv\ | Yer YATA Û YA | شش‎ 
TITY | FTAVY AVY | 0° 
AAV Û <,1 e,V\0 | £04 
۹4 | ۵ 0,116 | 0 


القيمة الحالية = مبلغ الدفعة (القسط ) × المعامل (من الجدول) 


E 
> 
» 


٤ 
۷90۹۱ 
OTT 
TY 
۳ , ۸۸4٩۷ 
A0۹ 
o, 
OTE 
ي‎ 7 
و‎ ۷ 
yA 
Vj 11۹۷ 
V۷, A14 
Vy, VAY 


آ۹ 
Y0‏ 
Tse‏ 
RES‏ 
۳,۸ 
too‏ 
Cy, A 1A4‏ 
TT‏ 
0,۷0۹ 
CE‏ 
2۹97 و 
NY‏ 
Voge‏ 
Vy 11V‏ 


Ny 1۹۷ 
NTI 
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۸,۷00٦ 
۸,۹0۰۱ 
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e‏ 
کے 
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e‏ 
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ملحق :)٤(‏ استخدام الآلة الحاسية العلمية 


تستخدم الآلةالحاسبة العلمية في حساب العمليات المعقدة أو عندما نتعامل مع أعداد كبيرة» كما آنها 
تستخدم في التحقق من صحة الإجابة أيضاء وسوف نستخدمها الآن في حساب القيمة المستقبلية (ج) لمبلغ من 


المال» وضع في بنك بسعر ربح مركب (ع). ولمدة من الزمن(ن). أدرس المثال الآتي : 


امل وضع مبلغ ۷٠١‏ دينار في بنك» بسعر الريح المركب 1,٥‏ في السنة الواحدة» ولمدة 


۸سنوات . احسب القيمة المستقبلية للمبلغ . 
آ۷ ]امل: 


OTN F DVT (EF |)‏ 
لحساب (ج) بالاآلة الحاسبة العلمية» نتبع اللخطوات الاآتية : 

12081.484 = 8 ¥ 1.065 7300 
وعليه فان القيمة المستقبلية= ۱۲۰۸١ ,٤۹۸٤‏ دينار. 


وهناك نوع من الآلات الحاسبة العلمية» نضغط فيها على المفتاح أذ قبل المفتاح × وتصبح الكتابة كما يلي : 
¿٨~ 7300 1.065 RÛ %8 = 12081.84‏ إبدا: 

وهناك آلات أخرى» نضغط فيها على المفتاح الللق| بدلا من المفتاح لاال تصبح الكتابة كما يلي : 
4ة 8 1.065 ٠٨۳7300‏ إبدا: 


أنشطة: باستخدام الالة الحاسبة العلمية: 


0 احسب القيم الاتية : 
©@ 0.17( 


TS 
® 


7 وضع مبلغ 14900دينار في بنك» بسعر الربح المركب %8.5 في السنة 


الواحدة لمدة 12سنة احسب القيمة الملستقبلية للمبلغ . 


-١‏ الطرق الإإحصائية في التربية والعلوم الإنسانية/ الجزء الآول» د.فريد أبو زينة ورفيقاه» دار الفرقان 
للنشر والتوزيع.عمان/ الأردن. 
Larson,Hostetler , Precalculus 2nd edition , D.C Heath Company‏ -2 
Lexington .MA.1989‏ 
Ehrhardt M.,Brigham E . Corporate Finance A focused Approach‏ -3 
Southwestern.2003‏ 
www.dhurley. com/normal.html‏ -5 


6- www.wI1llamette.edu/N mjaneba/help/normal curve.html. 


۸٦ 


ساهم في انجاز هذا العمل: 


لجنة المناهج الوزارية :(قرار الوزیر بتاریج ۱/۲۳٠/٠٠٠۲م)‏ 


- د. نعيم أبو الحمص (رئيسا) - جهاد زكارنة (عضوا) - د صلاح ياسين (أمين السر) 
- د. عبد الله عبد المنعم (نائب الرئيس) -هشام كحيل (عضوا) 


د و الور( غو 


a 


اللجنة الفنية للمتابعة: 

- د. صلاح یاسین (منسقا) -د. غازي أبو شرخ(عضوا) -أ. منير الخالدي (عضوا) 

- د. عمر أبو الحمص (عضوا) ‏ -آ. صبحي الكايد (عضوا) -مديرالقياس والتقويم (عضوا) 
- د. هيفاء الآغا(عضوا) -ا. جميل أبو سعدة (عضوا) 


المشاركون في ورشة عمل الكتاب: سهيل صالحة 


عبد الرحمن عزام هاشم عبید عصام مطر 

محمد ذیاب نجاح هندي منال زرينة 

رائد ملاك علا ریاض عواد وهبة جمعة ثابت 
وهیب وجیه جبر حسن توفیق نبيل الجولاني 
محمد واصف دراوشة محمد عواد إيناس زهران 
e E ER‏ 

طارق محمد زیود عبد الكريم صالح جوهر حسني جمل 


تم الجزء الأول بحمد اللهء 


